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本 书 是 供 科学 、 工 程 界 人 员 学 习 积分 方程 理论 与 解法 的 .本 入 门 教材 或 参考 书 ， 

”电子 计算 机 的 出 现 ， 促 进 了 计算 数学 的 发 展 、 在 解决 科学 、 工 程 问题 中 ， 有 限 元 法 及 边 
界 元 法 得 到 了 广泛 的 应 用 。 位 势 理论 与 积分 方程 (包括 奇异 积分 方程) 作为 上 述 两 种 方法 的 数 
学 基础 ， 日 益 受到 重视 。 

微分 方程 和 积分 方程 ， 都 是 措 述 物理 问题 的 重要 数学 工具 ， 各 有 优点 。 场 的 问题 ， 用 前 
者 处 理 通常 比较 方便 ， 而 后 者 在 讨论 源 的 问题 时 ， 显 出 它 的 优越 性 。 对 同一 个 问题 ， 当 用 微 
分 方程 描述 时 ， 由 于 在 求 近似 解 的 过 程 中 涉及 数值 微分 ， 所 以 往往 引起 较 大 的 相对 误 卷 ， 而 
如 果 用 积分 方程 来 梢 述 ， 因 为 数 信 积 分 引起 的 相对 误差 较 小 ,虽然 计算 量 较 大 ， 但 让 于 累积 
误差 较 小 ， 因 而 往往 容 萄 得 到 较 理想 的 结果 。 当 把 区 域 上 的 微分 方程 化 为 在 边界 上 的 积分 广 
程 时 ， 由 于 维 数 降低 ， 计 算 攻 减 少 ， 在 数学 上 ， 利 用 积分 形式 讨论 存在 性 、 惟 一 性 往往 比较 
方便 ， 结 果 也 比较 完美 。 因 此 ， 如 今 “ 物 理 问题 变 得 越 来 越 复杂 ， 积 分 方程 变 得 越 米 越 有 
ж”. 

积分 方程 论 的 发 展 ， 始 终 是 与 数学 物理 问题 的 研究 紧密 相连 的 。 通 党 认为， 最 早 自觉 应 
用 积分 方程 并 求 出 它 的 解 来 的 是 Abel， 他 在 1823 年 从 解决 力学 上 的 等 时 曲线 问题 引出 了 后 
来 以 他 的 名 字 命名 的 Abel 方程 。 实 际 上 ， 在 此 以 前 ，Laplace 于 1782 年 所 提出 的 求 Laplace 
变换 的 反 变换 问题 , 就 要 求解 出 一 个 积分 方程 Fourier 实际 上 已 求 出 了 一 类 积分 变换 的 反 变 
换 ， 这 相当 于 解 出 了 一 类 积分 方程 。 

积分 方程 论 是 沁 函 分 析 中 最 早 得 到 发 展 同一 个 童 要 分 支 。 它 的 形成 与 发 展 ， 对 泛 函 分 析 
中 许多 基本 概念 (例如 平方 可 积 函 数 .平均 收敛 . 算 子 等 ) 的 形成 ,对 线性 算 子 一 般 理论 的 创立 ， 
以 至 于 对 泛 函 分 析 整 个 学 科 的 形成 ， 都 起 了 重要 的 推动 作用 。 

利用 泛 函 分 析 中 全 连续 算 子 线性 方程 的 理论 , 可 以 很 简 清 、 方 便 地 得 到 Fredholm 线性 积 
分 方程 理论 的 结果 。 但 由 于 读者 掌握 积分 方程 这 一 工具 主要 是 为 了 解决 本 专业 的 问题 ， 不 应 
该 对 他 们 的 数学 基础 作 过 高 的 要 求 。 因 此 ， 本 书 以 具备 大 学 微 积分 、 线 性 代数 基础 的 读者 能 
够 党 所 这 一 要 求 为 出 发 点 ， 来 展开 课程 的 内 容 。 希 刻本 书 能 为 日 后 打算 继续 进修 泛 函 分 析 的 
读者 提供 一 些 具 体 的 实例 和 背景 知识 。 

为 了 适应 读者 全 面 掌 握 理论 和 解决 实际 问题 的 需要 ， 本 书 除了 包含 通常 的 线性 积分 方程 
的 理论 与 解法 之 外 ， 还 列 入 了 一 般 教材 中 不 涉及 的 奇异 积分 方程 、 非 线性 方程 与 方程 组 ， 对 
求 积分 方程 近似 解 及 特征 值 近似 值 的 数值 方法 ,以 及 数学 物理 反问 题 中 党 出 现 的 第 一 类 方程 ， 
аа-а. 

为 使 读者 能 通过 尽量 少 的 篇 幅 获 得 尽 可 能 多 的 信息 ， 并 提高 他 们 解决 问题 的 能 力 ， 本 书 
力求 符合 由 浅 入 深 的 认识 规律 ， 在 教学 体系 及 内 容 叙 述 上 没有 内 歼 原 有 教材 的 框架 ， 在 结 
安排 及 雇 辑 顺序 上 作 了 较 细 致 的 考虑 。 有 些 内 容 在 结构 与 处 理 方式 上 均 与 传统 有 所 不 同 。 根 
所 需要 ， 作 者 增添 了 某 些 重要 结论 并 给 出 证 明 。 对 某 些 定理 ， 为 了 便于 读者 领会 其 实质 及 作 
用 ， 对 结论 的 文字 叙述 作 了 必要 的 变更 。 

A 


本 书 内 容 较 为 充实 , 讨论 问题 时 从 理论 及 实际 的 具体 问题 出 发 。 内 容 安排 力求 科学 合理 ， 
方程 的 类 型 较 全 ， 几 乎 每 种 解法 都 有 例题 说 明 ， 便 于 读者 掌握 。 为 了 系统 地 、 准 确 地 反映 学 
科 的 最 基本 的 内 容 , 使 读者 在 数学 理论 水 平 .FF 有 所 提高, 本 书 对 重要 的 定理 尽 可 能 给 出 证 明 ， 
并 对 其 中 - 些 定理 的 证 明 ， 在 不 失 严 格 性 的 情况 下 如 以 简化 ， 而 不 过 分 追求 学 科 本 身 的 完备 
性 . 

第 一 章 介绍 积分 方程 的 分 类 ， 并 从 数学 本 身 及 许多 领域 的 实际 问题 引出 积分 方程 ， 

第 二 至 第 思 章 叙述 线性 积分 方程 (主要 是 第 一 类 上 方程 ) 的 基本 理论 与 解法 。 

第 二 章 提出 解 Fredholm 方程 的 逐次 通 近 法 .Fredholm 方法 ,并 建立 了 这 种 方程 的 基本 埋 
iË - Fredholm 定理 ， 还 给 出 了 退化 核 方程 的 解法 。 

第 三 章 介绍 了 对 称 核 方程 的 基本 理论 一 -Hilbert-Schmidt 理论 ， 它 给 出 了 与 Fredholm 
方法 相互 独立 的 另 一 种 方法 。Hilbert-Schmidt 定理 还 可 用 来 处 理 第 六 章 中 的 第 一 类 对 称 核 方 
程 。 此 外 还 给 出 非 齐 次 对 称 核 方程 解 的 公式 。 

把 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 的 边 值 问题 化 为 积分 方程 来 研究 ， 是 微分 方程 理论 的 一 种 重 
村 方法 (同时 是 推动 积分 方程 理论 发 展 的 动力 )， 在 这 一 章 还 介绍 了 如 何 利用 Green 函数 把 常 
微分 方程 边 值 问题 化 为 积分 方程 。 考虑 到 在 一 般 教 材 中 道 常 不 介绍 常 微分 方程 边 值 问题 
Green 函数 的 求法 ， 因 此 本 书 把 它 列 入 附录 中 供 读者 参半 

第 四 章 除 了 介绍 第 二 类 Volterra 方程 的 逐次 通 近 法 外 , 还 介绍 了 把 它 化 为 常 微分 方程 初 
值 和 问题 的 方法 ， 而 第 一 类 Voltera 方程 通常 化 为 第 二 类 方程 去 求解 。 

第 五 章 叙 述 适 用 于 各 类 ( 卷 积 型 ) 方 程 的 积分 变换 法 , 同时 还 介绍 了 在 求 Laplace 变换 ( 反 
变换 ) 中 有 重要 作用 的 广义 乘法 定理 。 

第 六 章 给 出 了 第 一 类 Fredholm 方程 的 基本 定理 - -Schmidt-Picard 定理 ,还 专列 一 节 介 
绍 解 这 类 方程 的 母 函 数 法 、 

第 七 章 介 绍 了 常用 的 求 积分 方程 近似 解 及 特征 值 近似 值 的 数值 方法 。 

第 八 章 简要 地 叙述 了 在 实际 上 很 有 用 的 奇异 积分 方程 的 解法 及 基本 定理 。 

第 九 章 扼 要 地 介绍 了 积分 方程 组 与 非 线 性 方程 的 ERRA, АЩ T TAREKA 
法 求解 的 条 件 。 

在 每 章 后 都 附 有 较 多 难 易 适当 的 习题 ， 书 末 的 附录 有 些 是 补充 预备 知识 用 的 ， 另 一 些 可 
供 读 考 解决 实际 问题 时 查阅 。 

在 讲授 本 书 时 ， 可 根据 需要 和 可 能 来 灵活 安排 课 得 。 本 书 前 五 章 可 以 组 成 所 需 学 时 数 最 
少 的 课程 ， 如 时 间 允 许可 添上 第 六 、 七 章 。 最 后 两 章 相互 独立 ， 可 根据 需要 选用 其 中 的 一 章 
或 全 部 。 后 四 章 亦 可 不 列 入 课程 ， 供 读者 日 后 查阅 。 

在 本 书 编号 过 程 中 ， 承 各 位 师长 、 回 行 、 同 事 的 鼓励 和 协助 ， 在 此 表示 感谢 。 本 书 在 为 
工科 研究 生 讲授 多 这 的 基础 上 定稿 , 但 其 中 难免 有 不 当 之 处 ,请 各 位 同行 及 读者 不 音 指正 。 听 
课 的 研究 生 提 出 了 不 少 有 意义 的 问题 和 建议 ， 对 书稿 的 形成 起 了 积极 的 作用 。 北 京师 范 大 学 
陈 方 权 教 授 详细 地 审阅 了 全 稿 ， 并 提出 了 许多 有 益 的 意见 与 建议 ， 作 者 在 此 一 并 致谢 。 


作者 于 1989 年 4 月 
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本 书 体系 新 颖 ， 介 绍 的 内 容 全 面 ， 并 紧密 结合 实际 应用 ， 反 映 了 该 学 科 的 最 新 发 展 、 因 
此 出 版 后 能 适合 读者 的 需要 ， 

为 了 适应 研究 生 全 面 掌握 理论 和 解决 实际 问题 的 需要 ， 木 书 除 了 包括 通常 的 线性 积分 方程 的 
理论 和 解法 之 外 , 还 列 入 了 一般 积分 方程 教材 中 不 涉及 的 , 但 在 实际 中 很 有 用 的 奇异 积分 方程 、 非 
线性 积分 方程 、 积 分 方程 组 . 此 外 , 还 对 求 积分 方程 近似 解 及 特征 值 近似 值 的 数值 方法 , 以 及 在 目 
前 发 展 迅速 的 ， 数 学 物理 反问 题 中 常 出 现 的 第 一 类 积分 方程 ， 都 各 设 一 章 加 以 叙述 。 

本 书 深 入 浅 出 。 为 了 使 研究 生 能 通过 尽 世 少 的 篇 幅 获 得 尽 才 多 的 信息 , 并 促进 他 们 解决 问题 能 
力 的 提高 , 在 教材 展开 时 力求 符合 由 浅 入 深 的 认识 规律 , 而 且 在 教学 体系 及 内 容 安排 上 , 具有 独创 
性 ,突破 了 原 有 教材 的 框架 ， 对 结构 安排 太 逻 辑 顺 序 , 人 敌 了 周密 的 考虑 。 其 中 一 些 内 容 ,， 在 结构 及 
叙述 方式 上 , 均 与 传统 教材 有 所 不 同 。 为 了 满足 读者 的 需要 , 作者 还 增添 了 某 些 重要 结论 并 给 出 证 
明 , 为 了 减轻 读者 的 负担 ,作者 还 独创 性 地 给 出 一 些 定理 的 简化 、 巧妙 并 具有 启发 性 的 证 明 。 为 了 
系统 地 、 准确 地 反映 学 科 的 最 基本 的 内 容 , 促进 读者 数学 理论 水 平 的 提高 ， 本 教材 对 重要 的 定理 尽 
可 能 给 出 证 明 。 并 对 其 中 些 定理 的 证 时 ,在 不 失 此 格 性 的 情况 下 加 以 简化 。 对 某 些 定理 , 为 了 便 
于 读者 领会 它 的 实质 与 作用 ， 作 者 还 在 结论 的 文字 叙述 上 进行 了 必要 的 处 理 。 

本 教材 的 框架 、 结 构 与 内 容 安排 ， 曾 与 来 访 的 国外 学 者 交流 过 ， 得 到 很 高 的 评价 。 

本 书 出 版 后 ， 收 到 一 些 赎 者 热情 洋溢 的 来 信 ， 对 作者 的 工作 给 予 肯 定 与 鼓励 ， 在 此 表 丰 
衷心 的 感谢 。 西安 交通 大 学 电气 上 程 学 院 马 西 蛮 教 授 于 1995 年 9 月 写 信 给 作者 。 他 在 该 校 为 
“电磁 场 与 微波 技术 ”专业 的 研究 生 开设 《 电 破 理论 中 的 数学 方法 } 课时 ,使 用 了 本 书 。 他 在 
信 中 说 :,“ 这 本 书 的 编写 思想 、 体 系 及 内 容 ， 与 以 往 的 教材 相 比 ， 大 有 不 同 ， 具有 比较 鲜明 的 
特色 ， 尤 其 适 寺 上 科 类 ， 便 于 掌握 。 对 下 科 研究 生来 说 ， 学 后 即 能 解决 论文 过 程 中 的 积分 
(方程 ) 问 题 。,” 北京 理工 大 学 科技 学 院 范 天 佑 教授 告诉 作者 ， 他 在 评审 某 些 院 校 的 博士 生 毕 
论文 时 ， 见 到 有 的 博士 论文 中 就 引用 了 作者 编著 的 《积分 方程 》， ТӨРЕ E Kin. 他 还 说 、 
此 书 除 订 做 工科 专业 硕士 研究 生 教材 外 ， 也 可 供 理科 专业 硕士 研究 生 参 考 。 

作者 从 事 积 分 方程 的 研究 ， 结 合 研究 上 作 ， 作 者 在 编著 本 教材 时 ， 查 阅 了 大 量 最 新 的 外 
文 文献 ， 因 此 书 中 包含 了 其 他 同类 中 文书 不 涉及 的 内 容 。 本 教材 中 一 些 例题 ， 作 者 还 亲自 上 
机 试 算 过 。 由 于 本 书 介绍 了 不 少 最 新 的 研究 成 果 ， 因 此 - 些 研究 人 员 ， 也 把 本 教材 提供 的 信 
息 ， 作 为 研究 工作 的 工具 和 手段 。 在 研究 课题 时 ， 把 本 书 作 为 重要 的 参考 文献 。 大 连理 上 大 
学 力学 系 的 一 位 博士 后 ， 部 坊 陆军 导弹 学 院 5 室 的 一 位 研究 人 员 等 ， 央 研究 工作 的 需要 ， 还 
来 京 与 作者 讨论 4 积分 方程 )-- 书 中 的 问题 。 

2001 年 11 А, 本 书 申报 全 国 研究 生 教学 用 书 .在 申报 过 程 中 , 北京 理工 大 学 科技 学 院 的 
领导 给 予 支 持 。 北 京 理 |- 大 学 出 版 社 决定 出 版 本 书 的 第 -版 。 

本 书 第 二 版 由 沈 以 淡 主 编 ， 协 助 编写 工作 的 有 王 季 华 、 沈 立 、 沈 佳 、 王 甘 庄 、 林 韵 、 邓 
ЦТ. EFE, TEE, BE, REIF 
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第 一 章 ”积分 方程 的 概念 、 分 类 及 来 源 


本 章 介 绍 与 积分 方程 有 关 的 概念 ， 并 对 它 的 分 类 加 以 讨论 ， 最 后 介绍 一 些 引 出 积分 方程 
的 实例 。 


511 积分 方程 的 概念 与 分 类 


1. 基本 概念 
一 般 来 说 ， 一 个 在 积分 号 下 出 现 待 求 函数 的 方 律 ， 称 为 积分 方程 . 
会 一 个 未 知 通 数 的 积分 方程 的 " - 般 形式 为 
agla) = СОА +7) G<=<hb 1-0) 
дий РО), або), kad HEARR FENIR ФОР ЯНУ В, а. b 为 常数 。 f(x) 称 为 
自由 项 , k(x,t) 称 为 积分 方程 的 核 。X 是 参数 ， 由 于 积分 方程 往往 与 特征 值 问题 有 关 ， 央 此 通 


常 把 积分 方程 记 为 上 述 含 参数 ) 的 形式 。 方程 串 能 仅 对 4 的 某 些 值 有 解 ， 也 可 能 根本 没有 解 。 
р gtt) 的 线性 泛 函 时 ， 称 为 线性 积分 方程 ， 它 的 一 般 形 式 为 


alag) = afande + flz) ал-?) 
E Кра) фа) б АЕ ИЕ. ШЇ БАЕ Е 7. 
如 果 自 变量 的 个 数 有 2 个 或 2 个 以 上 , 称 为 多 维 积分 方程 , 本 书 主 要 讨论 一 维 积 分 方程 。 
2， 方 程 的 分 类 
积分 方程 可 分 为 线性 方程 与 非 线性 方程 。 对 于 线性 积分 方程 又 可 以 进 、 - 步 加 以 分 类 。 
按 方程 的 形式 分 ， 可 以 分 为 第 一 类 、 第 二 类 方程 。 
若 待 求 的 未 知 函 数 g(x) 仅 出 现在 积分 号 内 ， 称 为 第 一 类 方程 ， 例 如 


сорой фа) = 0 «1-39 
著 未 知 函 数 既 出 现在 积分 号 内 ， 又 出 现在 积分 号 外 ， 则 称 为 第 二 类 方程 ， 例 如 
pKa) = af aCe dd + fG) Q.1- 4) 


若 积 分 限 都 是 常数 , 称 为 Fredholm 方程 ; 车 积分 限 中 有 一 个 是 变数 , 则 称 为 Volterra 77 


方程 (1. 1 - 3) 是 一 个 第 一 类 Fredholm 方程 。 
方程 


. 
Kr) = 站 Вст) + f(z) (1.1-5) 


称 为 第 二 类 Fredholm 方程 。 
方程 


kee dmd + fay = 0 (1.1-6) 


称 为 第 一 类 Volterra 方程 ， 方程 (1, 1 4) 称 为 第 二 类 Volterra 方程 。 

Fredholm 方程 (1. 1 -5) 与 Volterra 方程 (1.1-4) 的 区 别 在 于 积分 限 , 前 者 的 积分 限 为 常 
数 ， 后 者 的 积分 上 限 为 变数 。 如 果 在 аер ЕИ k(z.)=0, W| Volterra 方程 (1.1-4) 
《或 (1.1-6)) 化 为 Fredholm 方程 (1.1 -5)( 或 (1.1- 3))， 因 此 可 以 拒 Volterra 方程 看 成 是 
Fredholm 方程 的 特殊 情况 , 但 是 由 于 Volterra 方程 的 理论 有 独特 之 处 , 因此 常常 把 它们 分 开 
来 加 以 讨论 。 

对 于 Fredhoim 方程 来 说 , 第 二 类 方程 解 的 理论 比较 完整 、 完 备 , 而 第 一 类 方程 的 理论 至 
今 还 不 够 完整 ， 但 由 于 解决 数学 物理 反问 题 的 需要 ， 第 “类 方程 的 理论 日 益 受 到 重视 。 对 于 
Volterra 方程 来 说 , 在 很 多 情况 下 第 一 类 方程 可 以 化 为 第 二 类 方程 , 因此 这 两 类 方程 的 理论 没 
有 本 质 上 的 差别 。 

积分 方程 还 可 以 按 核 的 性 质 加 以 分 类 。 

当 上 (zr, 四 是 (x,t) 的 连续 活 数 , RA ka DEKR aSr, е 虽 不 连续 , 但 平方 可 积 , 即 


н 
[| |k (r,t) ад 


存在 且 取 有 限 值 时 ， 称 核 (r,t) 为 非 奇 性 核 或 Fredholm 核 。 
当 (zx,) 具 有 以 下 形式 


hlz,t) 
入 


式 中 Ar 为 有 界 画 数 ， 常 数 0<a<1， 则 称 为 弱 奇 性 核 。 
4 kG ORA 


klat) 一 


alt) 
Е 


(Xf) = 
EP alr DAF x,，t 的 偏 导 数 存在 。 此 时 
和 eprpd s f EED уа 
在 通常 意义 下 是 发 散 的 ， 但 如 果 对 Yz) 加 上 一 定 的 限制 ， 可 使 
п соо + ИСЭ 
存在 ， 此 时 称 kCt) A Cauchy 奇 性 核 。 

以 上 三 种 核 所 对 应 的 方程 ， 分 别称 为 非 奇 性 核 连 续 核 ) 方 程 、 弱 奇 性 核 方 程 、 奇 异 积分 
方程 。 弱 奇 性 核 方程 解 的 理论 与 非 奇 性 核 方程 的 理论 类 似 ， 但 奇异 积分 方程 的 理论 与 非 奇 性 
核 方程 的 理论 有 本 质 的 差别 。 使 非 奇 性 核 积分 方程 的 - 般 理 论 不 成 立 的 一 类 积分 方程 ， 统 称 
为 奇异 积分 方程 , 除了 上 述 含 Cauchy 奇 性 核 的 方程 外 , 它 还 包括 积分 限 至 少 有 一 个 为 无 限 的 
积分 方程 ， 例 如 方程 

ga) = | фа) * sin zt dt 
等 等 。 
— 


上 述 各 种 分 类 并 不 能 包罗 所 有 可 能 的 积分 方程 ， 提 出 上 述 这 些 类 型 的 出 发 点 是 ， 在 实际 
问题 或 理论 问题 中 出 现 的 积分 方程 绝 大 部 分 可 以 归 入 上 述 方程 中 的 菜 - -种 。 

积分 方程 这 一 学 科 的 基础 是 由 Fredholm 和 Volterra WHY, 后 来 Hilbert 及 Schmidt 对 
它 的 基本 理论 也 做 出 了 重要 的 贡献 。 

本 书 主要 叙述 第 二 类 线性 积分 方程 的 基本 理论 与 解法 ,为 了 适应 解决 实际 问题 的 需要 ,对 
第 一 类 方程 及 非 线 性 方程 、 积 分 方程 组 、 奇 异 积分 方程 的 理论 也 做 了 适当 的 介绍 . 此外， 对 
实际 中 很 有 效 的 数值 解法 也 有 较 详细 的 说 明 。 


$1.2 积分 方程 的 来 源 


在 静电 学 、 电 动力 学 、 弹 性 力学 、 流 体力 学 、 电 磁 声 理论、 辐射 池 、 地 球 物理 勘探 等 学 
科 中 ， 许 多 问题 的 解决 可 化 为 解 对 应 的 积分 方程 。 常 微分 方程 与 候 微 分 方程 的 定 解 问题 也 可 
以 化 为 等 价 的 积分 方程 ， 解 偏 微分 方程 反问 题 的 数值 方法 ， 常 常 导 出 第 一 类 Fredholm 方程 。 

在 一 个 过 程 中 ， 如 果 未 知 函 数 在 x 点 的 值 仅 依赖 于 邻近 点 或 其 他 孤立 点 处 的 值 ， 就 引出 
常 微分 方程 或 候 微 分 方程 的 定 解 问题 ;如 果 未 知 函 数 的 值 依赖 于 它 在 整个 区 域 (包括 边界 ) 上 
的 值 ， 则 往往 导致 积分 方程 或 积分 -微分 方程 。 

同一 个 问题 有 时 既 可 以 用 微分 方程 的 定 解 问题 又 可 以 用 积分 方程 来 描述 ， 而 微分 方程 定 
解 问题 本 身 也 可 以 化 为 积分 方程 。 积 分 方程 这 一 数学 工具 正 日 益 受 到 重视 ,这 是 因为 化 为 积 
分 方程 可 以 降低 维 数 ， 减 少 所 用 节点 的 个 数 ， 缩 短 计算 时 间 ， 节 省 了 费用 。 这 样 ， 问 题 的 处 
理 就 比较 方便 ， 解 的 性 质 也 显得 比较 清楚 、 当 边界 不 特别 复杂 时 ， 采 用 积分 方程 方法 更 具有 
突出 的 优点 。 

把 微分 方程 的 定 解 问题 化 为 积分 方程 , 除了 可 以 降低 维 数 外 , 还 可 使 得 对 未 知 函 数 (性 质 
上 ?的 限制 减弱 (只 要 满足 积分 方程 即 可 )。 此 外 , 这 样 可 以 不 再 通过 先 寻 求 微分 方程 所 有 可 能 
的 解 , 到 最 后 再 利用 定 解 条 件 来 确定 满足 定 解 问题 的 解 , 而 是 把 满足 方程 与 适合 定 解 条 件 , El 
时 体现 在 积分 方程 这 一 个 紧凑 的 形式 中 。 用 积分 形式 讨论 数学 问题 往往 更 容易 处 理 ， 而 且 能 
便士 得 到 理想 的 结果 ， 这 对 问题 的 解决 有 重要 的 意义 。 把 常 微分 方程 的 定 解 问题 化 为 积分 广 
程 ， 可 以 顺利 地 得 到 解 的 存在 性 与 惟一 性 定理 ， 就 是 -个 典型 的 例子 。 

有 些 反映 扩散 与 迁移 现象 的 数学 问题 ， 不 能 用 微分 方程 表示 ， 为 了 解决 这 些 问 题 ， 就 必 
须 用 积分 方程 来 解决 ， 例 如 中 子 迁 移 理论 中 的 一 些 问题 等 等 。 

以 下 介绍 引出 积分 方程 的 一 些 实际 问题 与 数学 问题 。 为 了 适应 各 方面 读者 的 需要 ， 仅 选 
择 比 较 典型 、 有 代表 性 的 实例 ， 不 作 全 面 的 介绍 。 


1. Фе 


在 直角 坐标 系 zOy 中 ， 有 一 条 固定 在 水 平 
х 上 两 点 zx 一 0,z=! 0% Н ЖАКИ ТЕК. E 
纺 上 横 坐 标 为 的 点 M 处 , AIREY РС) 
R, 在 它 的 作用 下 ,点 M 处 的 位 移 为 y(z)《 见 图 
1.1)。 如 果 位 移 函 数 y(x) 为 已 知 ,确定 负载 强度 图 1.1 
p(x) 的 问题 就 化 为 解 一 个 积分 方程 。 


设 沪 开始 时 是 静止 的 ， 且 只 受到 水 平 张力 Te 的 作用 ， 而 张力 T。 与 其 他 力 相 比 很 大 。 由 
于 弦 是 柔软 的 ， 它 容易 改变 形状 ， 而 出 弯 曲 或 扭转 引起 的 恢复 力 可 忽略 不 计 。 计 是 弦 的 初始 
WEEKE. ВУ х 轴 重 合 。 

ЖЕК ЕДК = 一 的 点 B. 处 ， 施 以 垂直 方向 的 力 Ps， 于 是 弦 上 共有 折线 形状 OB4。 

由 于 P, 与 To。 相 比 很 小 ， 可 设 负载 点 z=£ ЖЕККЕН BB.,— ó У OB, 及 BARE 
很 小 。 因而 可 以 认为 在 力 Po 的 作用 下 , ZORD T, 保持 不 变 。 把 弦 在 互 点 的 张力 与 力 P. 都 
投影 到 y 方 向， 得 到 

Tosin 0, + T; sin б, = Po 

RP 0. 0. 318 OB, ВА 5 х Н ЖМ. 

由 于 挠 曲 微小 ,外 、 旬 很 小 ， 因 商 成 立 以 下 近似 式 


sin 0, = tan й 一 人 sin б, == tan б, = = 
FE T бат, =P 
因此 г 970, 
o 
当 0< 和 zse 时 ， 由 图 1.1 可 知 у/2=0/6, BI 
8 Р.а — £) 
y(z) = r = B 


式 中 y(z) 是 弦 上 横 坐 标 为 x 的 点 处 的 位 移 。 
34 асау в, 有 


E EEE A 
T-a I-E 
即 ya = LF 
л 
记 
тен z (б<х<ё® 
Gir.) = (1.2- 1) 
76 6:50 


这 样 ， 相 应 的 挠 曲 曲 线 之 方程 为 
y(z) = С(х,ёР, 
当 Pa=1, ВРА 
уб) = G, ê) (1.2-2) 
由 式 (1.2-1),， 显然 成 立 
б‹х,ё) = Са) 
在 弦 上 连续 分 布 的 (单位 长 度 上 的 ) 强 度 为 p46) 的 负载 , 作用 在 纺 上 x 二 $ 到 z==$ 十 d$ 这 
一 微 元 上 的 力 为 (6)d8s， 所 产生 的 挠 曲 为 CCz,e)p(8)d6， 因此， 负载 分 布 p(x) 产 生 的 找 曲 
为 


‚ 
у= ya) = [бегде (1.2-3) 
| 


СО F ЕЖЕ, 求 负载 分 布 pCx)，, 使 得 在 此 分 布 的 作用 下 ， 弦 取 给 定 的 形状 > 一 y(z)。 
фа 


解决 这 个 问题 就 需要 解 上 述 以 p(x) 为 未 知 酒 数 的 积分 方程 (1. 2 - 3)， 该 方程 为 第 一 类 Fred- 
holm 积分 方程 。 

(2) 若 已 知 作 用 于 弱 的 力 随 时 间 * 而 变 ， 上 且 它 在 点 = 一 的 强度 为 РС) вів oto 为 正常 
ЖО. 则 在 此 负载 分 布 的 作用 下 ， 张 作 微 振动 , 由 于 气 幅 微小 , 可 设 弦 华 振动 时 其 上 每 一 点 的 
横 坐 标 不 改变 ， 此 时 弦 的 振动 可 以 用 = 一 y(z)sin wt Жл. WE х=ё 处 的 (质量 ) 密 度 为 
ОС) ДИЛЕ с, AA z =£ 8] х= €+ d€ ik ВАЕ 80 p(ë)sin wt d£ RREH 


Е 
ове ФУ = р‹гуу ёзен wt dé 的 作用 。 此 时 式 (1.2- DAN 
| 
es = [ее „ELp lE)sin ат 十 uzp(E)y(E)sin 786 
约 去 公 因 子 sin ot, RE 
i 
уш) = [ссора + [ссору 


再 设 
i 
[CDO = fG) (2-4) 
及 
G(r Ep) = klx, $), а = À 
就 得 到 


уб) = Асу + уо) а.2-5) 


ш РС ЕТ, [Юй fO) SUL ЕРЕН. 01. 2—50 КИ y(X) 为 未 知 函数 的 第 
二 类 Fredhotm 积分 方程 ,由 式 (1. 2 51), 600,2) =, D =0, HHR. 2-4), 700)= 70). 


2， 存 贮 问 题 与 线性 动力 系统 问 题 


оу -个 随时 间 е 而 改变 的 其 ， 上 且 它 按 某 种 规律 与 过 去 或 者 本 来 某 - a E A 
它 本 身 的 值 丰 联系 。 在 数学 上 ，9() 的 变化 规律 可 以 用 以 g(r) 为 未 知 范 数 的 积分 方程 来 描述 。 
如 果 自 变 直 不 是 时 间 而 是 空间 坐标 ， 情 况 是 向 桩 的 ， 

со 存 贮 问题 “一 个 商店 销售 某 些 商品 ， 设 进货 与 售 货 是 一 个 连续 过 程 ， 买 进 的 商品 可 
以 立即 出 售 。 设 在 商店 购 进 了 商品 后 , 在 时 刻 + 尚未 售 出 商品 的 比例 为 k(n)。 现在 要 求 确定 商 
店 进货 的 速率 gk)， 使 得 商店 所 存 贮 商 品 的 总 价值 保持 不 变 。 

设 商 店 在 时 刻 :=0 购 进 总 价值 为 4 的 商品 后 开始 营业 , 随后 同时 以 速率 Kz) 进货 ,在 时 
间 闻 隔 Cr,t 十 dt} 内， 商店 购 进 商 品 的 价值 为 pr)dr， 这 些 商 品 由 十 出 售 市 碱 少 。 在 时 刻 >r 
时 ， 尚 未 售 出 商品 的 价值 为 


ku — т)ф(т)йг 
因此 ， 在 时 刻 上 +， 沿 未 售 出 的 商品 ， 及 到 那 时 为 止 所 购 进 商 品 的 价值 之 和 为 
Aka) 十 [ze 一 Dec)dr 
按 要 求 ， 在 任何 时 刻 :， 商 店 所 贮存 商品 总 价值 应 保持 不 变 ， 二 是 就 有 


A= Ak(t) 95) k(t- т)ф(т)йг (1.2-6) 
° 


这 样 ， 所 血 确 定 的 进货 速率 y(1) 是 积分 方程 (1,2 - 6) 的 解 。 方程 (1.2 - 6) 是 一 个 第 一 类 
Volterra 积分 方程 。 

如 果 任何 一 种 货物 可 以 在 时 间 间 隔 T 内 出 售 ， 且 每 :~ 种 货物 平均 在 时 间 向 隔 T 内 售 完 ， 
则 有 


t 
1-4 о<т 
©-{ АЙЕ) 
0 G>) 


D 线性 动力 系统 问题 已 知 一 个 线性 动力 系统 的 输入 信号 为 xD， 输出 信号 为 > 。 
众所周知 ，y(f) 与 z(1) 的 关系 为 


уш) = | ge Dade 


AP g(,r) 是 由 此 动力 系统 确定 的 权 冰 数 。 
如 果 当 тог BÍ, gG r)=0, Нус r Bf, zG)=0, ДЕХ 


yo = usss 2-7) 


这 样 ， 当 要 求 从 已 知 输 出 信号 y(1) 来 确定 输入 信号 ztt) 时 ， 就 需要 在 给 定 yG) 的 条 件 下 ， 解 
关 士 (4) 的 积分 方程 (1.2- 7)。 式 (1.2- 7) 仍 是 一 个 第 一 类 Volterra 方程 。 
3， 常 微分 方程 的 定 解 问题 


通常 ， 微 分 方程 的 初 值 问 题 可 以 化 为 Volterra 方程 ， 常 微分 方程 的 边 值 问题 可 以 化 为 
Fredholm 方程 。 
(1) 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 35 /(z,y) 满 足 通 当 的 连续 条 件 ， 初 值 问题 


{ч =з (1.2-8) 
y(0) = C, (1.2-9) 
的 解 满足 方程 

уа) = C, + [raya (1.2-10) 


式 (1.2-10) 是 y(z) 的 -一 个 积分 方程 。 

若 fr,y) 关 于 是 线性 的 , 则 方程 是 线性 Volterra 积分 方程 ; 否则 是 非 线性 Volterra 积 
分 方程 。 显 然 式 (1.2 - 10) 的 任何 (~- 阶 导数 连续 的 ) 解 ， 满 足 方程 式 (1.2 - 8) 与 初始 条 件 式 
(1.2 -9)。 

类 似 地 ， 关 于 最 高 阶 (x 阶 ) 导 数 解 出 的 任何 n 阶 微分 方程 

y = нууу" U) 
满足 条 件 
уб) = Cos Y Go) = Су, +", YTP = Crai 

HERRE, TEAS MIRE Volterra 积分 方程 组 。 

(2) nn 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问题 Ж а (т) (i 一 1,2,…,n) 连 续 的 阶 常 微分 方程 


3 K 
$y аба) Yay РО) (1.2-11) 
az ағ 


满足 初始 条 件 
y(0) = Cos у (0) = С, +. yP = Cri (1.2~12) 
的 定 解 问题 ， 可 以 化 为 解 第 二 类 Volterra 积分 方程- 
以 下 以 二 阶 微分 方程 为 例 来 加 以 说 明 。 对 于 二 阶 方程 的 初 值 问题 


+a + a,(z)y = F) (1.2-13) 
>00) = Се, У (0) = С, 41.2514) 
设 
dy 
= Рб) (1.2-15) 
上 式 两 端 关 十 x 积分 、 利 用 初始 条 件 式 (1.2`14)， 依 次 得 到 
2- = [жов +С, (1.2-16) 
у= Í (жов + С.) + G, = faf жди + Сас + G, 
= [а -ngoa reeta a.2-17 
利用 式 (1.2- 16)、(].2- 17)， 可 以 将 定 解 问题 式 (1.2 13)、(1.2 -14) 化 为 积分 方程 
ж) = | ka DADA + РО) (1.2-18) 
RP kt) = Са lr) Ваз (л) let) (1.2-19) 
Ра) = ЕС) Слаб) Сахаг С) — Соаг (2) (1.2-20) 


01.2 - 18) 是 -- 个 第 二 类 Volterra 积分 方程 

求解 由 式 (1.2- 19)、(1.2- 20) 确 定 的 &(z*6 与 fr) 所 对 应 的 积分 方程 (1.2- 18) ,再 把 
解 代入 式 (1.2 -17) 就 可 以 得 到 定 解 癌 题 式 (1.2 -13)、(1. 2 - 14) 的 惟 - - 解 。 

对 于 冯 阶 微分 方程 的 初 值 问 题 ， 可 以 按 与 上 述 类 似 的 方法 ， 并 利用 下 列 公 式 


[af af ze )dzr = CE G = шуди (1.221) 


(п -- 1)! 
化 为 等 价 的 第 二 类 Volterra 积分 方程 。 
例 1.2.1 确定 下 列 定 解 问题 


r 一 2ry 一 0 
1 r н == 
1900) = т У 0) = y0 =1 


所 对 应 的 积分 方程 。 
解 设 


由 式 (1,2- 21) 及 初始 条 件 可 得 
Фу -| pdt + 1 


R i 


1 
2- Ге = 1)ф0)0 = х +1 


ТЕР Т гү Lapat 3: 
y ARG z)29(t)dt + 2” +х+ 2 


把 以 上 三 式 代 入 不 微分 方程 ， 就 得 到 积分 方程 。 
Ф) = ЕК ~- ipade + z° + 222 + z 


利用 微分 方程 定 解 问题 与 积分 方程 的 联系 ， 可 以 把 某 些 特殊 的 第 一 类 或 第 二 类 Volterra 
积分 方程 ， 化 为 对 应 的 微分 方程 的 定 解 问题 来 求解 。 
例 1.2.2 解 积分 方程 


[КЖ == 


解 设 
y= [epode (1.2- 22) 
则 y= 
B 
Ye (1:2:#28) 
式 (1,2-22) 两 端 对 工 求 导 ,得 
у = e pz) (1.2-24) 
її (1.2 23) 两 端 对 了 求 导 ， 可 得 
у = ea a = (1 e (15:27:25) 
由 式 (1.2- 24), (1.2- 25)， 就 得 到 原 积分 方程 的 解 
以 r) =1— г 


例 1.2.3 解 积分 方程 
өх) = [жов +e 


解 设 
у= [ков (1.2- 26) 
十 是 
yj 一 0 
фт) = y + es (1.2-27) 


由 式 (1,2-26)、(1.2- 27) 
y = фт) = y+ e 
RE, pun ег p kr FER E EB EN 
[у = у= е 
уе 一 0 
解 之 ， 得 >=ze"。 再 由 式 (1.2 - 27)， 就 得 到 原 积分 方程 的 解 
pa) = re + e* (r+ 1)e* 
n 阶 线性 常 系数 微分 方程 的 初 值 问题 
8 一 


г гє 
> + аре ++" + ау = Fü) 


УС) = Co, у (ae) = Сү, ++, YOTI бо) = Co- 
可 以 化 为 第 二 类 卷 积 型 ( 它 的 核 仅 依赖 于 r—t)Volterra 积分 方程 


øz) 一 КО + f(z) 


Ж 
RP keD Xa aT = 


f(r) =F(z) 一 асосе 1 ее iz + Caz) — = — 


а. nT + Сорур + ВОХ + 0) 


(3) 常 微分 方程 的 边 值 问题 ” 常 微分 方程 的 边 值 问题 可 以 化 为 第 二 类 Fredholm 方程 。 


对 于 边 值 问题 


lo = yD = 0 
+ p = gr) 
上 式 两 边关 于 z 积分 ， 得 到 . 
9 = Гоа + с, 
上 式 两 边 再 关于 工 积分 ， 就 有 
yG) = [eu] pO С + С, 
交换 积分 顺序 ， 得 
эш) = [ёч] ди + Ciz + c, ас OKOA + Сук С, 
由 式 (1.2- 29) 知 ，C: 一 0， 且 
Га -pede 二 CI 一 0 
因此 
Ci = 一 fa — Әче 
于 是 
К [та — ока 
把 上 式 右 端的 第 二 个 积分 表示 为 (0,z) 、(z,1) 这 两 个 区 间 上 积分 之 和 ， 就 有 
sæ =- (ео овозе + | za — жае) 
再 由 式 (1.2 - 28) 可 得 第 二 类 Fredholm 方程 
фб) = Досонов 


(1.2- 28) 
(1.2- 29) 


(1.2 - 30) 
"9. — 


е бык ЈЕ = 2) OKET) 
2 = (а-ә Ge <t < 


就 是 边 值 问 题 式 (1.2- 28). (1.2-29)0J Green 函数 ， 显 然 ， 它 满足 对 称 性 
G(r,€) = GÈ, x) 
例 1.2.4 已 知 弦 作 强迫 简 谐 振动 的 方程 为 
Ф + Ар = f(m) (1.2-31) 
边界 条 件 为 


#0) 一 20 一 0 (1.2 32) 
求 在 点 x 处 位 移 q(x) 满足 的 积分 方程 。 


解 Se- Dea 分 部 积分 ,可 得 
Gz) = @(0) + zg (0) 十 [= браг (1.2- 33) 
由 式 (1.2- 31)， 得 


g'ad) = f(r) — Арба) 
把 上 式 代入 式 (1,2- 33)， 再 利用 KO=0, ЖЖ 


px) = ag (0) 十 Je — fdt {= — год (1.2-34) 
ES a=, HARA. 2-32), WE 
po = tha — DAFU) — Jdt 
再 代入 式 (1.2- 34)， 经 计算 ， 就 有 


çG) 一 Af kG DAE = АС) (1.2-35) 
式 中 
СРЕ OLES) 
ва. 
ali- $; «ҳе 
ЖЕН 
кад | 17 


式 (1.2- 35) 是 边 值 问题 式 (1.2 - 31), ¿1.2 - 32) 所 对 应 的 第 一 类 Fredholm 方程 。 
4。 精 圆 型 方程 边 值 问题 


利用 位 势 理论 ， 可 以 把 椭圆 型 偏 微分 方程 的 边 值 问题 化 为 积分 方程 。 方 法 是 ， 把 满足 偏 
微分 方程 的 函数 ， 表 示 为 单 层 位 势 或 双 层 位 势 ， 然 后 选取 其 中 的 密度 函数 ， 使 对 应 的 位 势 满 
足 边 界 条 件 ， 密 度 函 数 所 适合 的 方程 就 是 Fredholm 积分 方程 。 

例如 ， 对 一 维 Lapiace 方程 的 Dirichlet 内 问题 

Ap=0, Ф: f 
可 以 把 它 的 解 9 表 示 成 以 pCP) 为 密度 函数 的 单 层 位 势 : 


ФМ) = f pCP)ln 1-4 (1.2- 36) 
i т 


‚эф. 


式 中 AD) 表示 9 在 区 域内 点 MH, rei M 点 到 边界 上 点 Р HER. 
然后 对 式 (1. 2 - 36) 令 M 趋 近 于 边界 工 上 的 点 Pi, Wro WARLA P H P 的 距离 ,就 
得 到 确定 未 知 密度 p(P) 的 第 -- 类 方程 


z S. 
ЎР) = [ym дь 


щ P= P. 时 ， 上 列 第 一 类 方程 的 核 显 然 变 为 c"， 为 了 避免 这 种 情况 ，Volterra、Neumann Ж 
Poincare 把 解 表示 为 双 层 位 势 
aln + 
PAD = | pP) - an (1.2- 37) 
RP nH L fÉ P 点 的 外 法 线 方 向 。 
再 今 点 M 趋 近 于 边界 上 的 点 P;， 就 得 到 未 知 密度 p(P) 所 满足 的 积分 方程 


ain- 


TPP, 
ЖР) = TPD - | PP- y ah (1.2- 38) 
, ән 
式 (1.2- 38) 是 一 个 以 
RCP, Pi) = -cosl n, PP.) 
MI 


为 核 的 第 二 类 Fredholm 方程 , 式 中 (nyP 记 为 在 己 点 边界 的 外 法 线 向 组 与 PP 的 夹 角 。 
利用 第 二 章 的 定理 可 知 ， 当 4 一 士 时 ， 下 述 方程 的 Fredholm 行列 式 不 为 零 ， 因 此 它 存在 
惟一 解 。 
5， 多 维 积分 方程 


有 时 会 出 现 几 个 自 变量 的 情况 ， 这 时 所 引出 的 方程 是 多 维 积分 方程 。 
在 静电 学 中 可 以 证 明 , 若 电荷 分 布 密度 为 PCP)， 只 要 在 无 穷 远 处 电荷 分 布 为 充分 小 , 则 
电势 


veo = Z| 


1 [2# 
4те, 


TFP, 


ать (1.2 - 39) 


' 


式 中 是 介 电 常 数 。 

式 (1.2- 39) 是 一 个 由 已 知 电势 分 布 V(P) 来 确定 未 知 电 荷 分 布 pC 了 ) 的 多 维 第 一 类 积分 
方程 。 
实际 上 , 方程 (1. 2 - 39) 的 解 为 


oP) =— àV GQ. 2-40) 
而 偏 微分 方程 (1. 2 ~ 40) 的 在 无 穷 远 为 充分 小 的 解 ,由 式 (1.2- 39) 给 出 ， 
对 于 热传导 混合 问题 
Aare | 5 Ursy) € 9. #2 01 
ү = 0 


lz |r = @(s,t) 
{рее 


式 中 全 是 zOy 平面 上 的 一 个 有 界 区 域 , 卫 是 台 的 边界 ,s* 是 确定 卫 上 - -个 点 位 置 的 参数 , 设 
0<s 泉 1。 如 果 寻 求 双 层 热 势 形式 的 解 


u(z,y,t) = xl. (f. иба,т) эе” madc]dr 


EST 
式 中 5 是 积分 路 径 下 上 点 对 应 的 参数 * 的 值 , n 是 点 =o hb P УЕ ОГЫ. ulo DER 
知 热 势 的 密度 ,r 是 人 上 点 (zx,y) 到 卫 上 参数 ;二 o 对 应 之 点 的 距离 , 则 密度 函数 ws,t) 满 足下 
列 二 维 积分 方程 


«оо =], 中 ЛӘ уе Wcostr ,mde Jdr 


=— gls,t) 
式 中 r 是 厂 上 参数 ;对 应 的 任意 点 与 参数 =o 对 应 点 的 距离 ， 向 量 r 从 s 对 应 的 任意 点 指 
向 з= с 对 应 的 点 。 


6. Abel 问题 


1823 Ж, Abel 研究 了 等 时 曲线 问题 (后 来 命名 为 Abel 问题 ) , 

已 知 一 个 质点 在 重力 作用 下 ， 沿 铅 直 平 面 中 某 条 曲线 无 
摩擦 地 滑动 ( 见 图 1.2). 问题 要 求 确定 此 曲线 的 形状 , 使 质点 
沿 此 曲线 以 纵 坐 标 > 一 六 的 点 为 起 点 ， 从 静止 开始 滑动 , 经 过 
预定 的 时 间 记 (h) 到 达 x 轴 (? 一 0) 上 的 终点 ， 即 质点 沿 此 曲 
线 高 度 下 降 h 所 需 的 时 间 1, 是 起 点 纵 坐 标 A 的 一 个 已 知 通 数 
RONAN 

设 质点 的 质量 为 m, 重力 加 速度 为 g, 由 能 基 守 恒定 律 可 
知 ,在 任何 位 置 , 运动 质点 动能 的 增加 ， 等 于 其 位 能 的 减少 ， 


В нй та (4 一?)， 因 此 运动 质点 速度 的 绝对 值 "一 i: a 


Мау) (y<h)。 W 8 为 曲线 的 切线 与 x 轴 的 夹 角 , 于 是 
运动 质点 在 y 方 向 的 分 速度 的 绝对 值 为 
ду 一 一 28g 估 一 y)Jsin 8 


d 
рга k „=! Ыр. = 
Ex i У26 — y)sin 8 


上 式 两 边 从 0 到 产 积分 ， 并 记 


Фу) =й (1.2-41) 
就 有 
Су a h 
1522 у =— Ув) 
一 M28fi(h) = РО, REE 
a ey) | _ т 
Í к mdy АФ) (1.2-42) 


‚турй 


式 中 ”9(y) 是 未 知 函 数 ，A) 是 已 知 函 数 。 


式 (1.2- 42) 称 为 Abel 方程 ， 是 一 种 特殊 的 第 一 类 Volterra 方程 。 它 是 历史 上 最 早 提出 
的 积分 方程 之 一 。 


求 出 方程 (1.2 - 42) 的 解 p(y)， 就 可 以 建立 曲线 的 方程 。 由 式 (1. 2 -41). 可 得 
у (рен 


但 

ЧУ ana а.2-43) 
因此 z= [Жав = и 
于 是 得 到 所 求 曲 线 的 参数 方程 


z=uB), y =n) 
т. Ао 


人 口 增长 问题 对 全 世界 今后 的 发 展 是 一 个 至 关 重 要 的 问题 。 在 一 定 的 条 件 下 ， 预 测 在 
某 -一 时 刻 上 人口 总 数 n(2) 的 问题 ， 就 化 为 解 一 个 积分 方程 。 
设 在 时 刻 t=0 人 口 总 数 为 a。。/() 是 生存 函数 ， 它 反映 了 在 时 刻 :一 0 出 生生 在 年 龄 为 : 
时 生存 的 人 数 在 人 口 总 数 中 所 占 的 比率 ， 图 1. 3 所 示 的 是 生存 函数 f(z) 的 图 形 。 
在 时 刻 : 生存 的 人 数 为 уо) 
n (t) = n, f G) (1.2-44) 
ÄP mm(0) 一 nof(0) 一 mo。 А 
通常 , 由 于 婴儿 诞生 , 人 口 数量 不 断 增加 , ЖЖ 
L 的 平均 出 生 率 为 r(t)， 则 在 时 刻 т, 的 某 一 个 时 间 
БИЕ Ar, ZBA 2 新 增加 的 人 口 《如 果 他 们 生存 下 
来 ) 年 龄 为 :一 ti, 由 图 1. 3 可 以 看 出 , 这 部 分 人 活 到 
年 龄 为 + 一 r 的 比率 为 far), ИЖ, ÆFA t, 由 
FÆRA 的 时 间 间 隔 Ar 内 新 生 儿 出 世 ， 使 人 口 图 1.3 
增加 f(t -rdr Ar. 若 上 述 过 程 在 时 间 区 间 (0,2) 
的 全 部 mm 个 子 区 间 内 持续 进行 ， 就 得 到 和 式 


ыа) 一 Se = rr IAr {1.2-45) 
Ке 
设 子 区 间 Ат 的 最 大 值 为 +， 令 4-~0， 就 得 到 由 于 新 出 生 所 增加 的 人 口 数 为 
в) = [ze — yr(e)dz (1.2-46) 


这 样 ， 在 时 刻 À H S ЯУ 
nE) = n,(t) + b() = maf E 十 [ze — rdt (1.2-47) 


设 出 生 率 7(2) 与 时 刻 + 的 和 人口 数 成 比例 
— 13 一 


700) = Бп) (1.2 - 48) 
式 中 为 比例 系数 。 由 式 (1.2-47)、(1.2-48) 得 


па) =ч) 十 уо — олот 
这 是 一 个 以 at) 为 未 知 函 数 的 第 二 类 “ 卷 积 型 ”的 Volterra 方程 。 
8. 设备 的 失效 与 更 新 


在 生产 过 程 中 , 生产 部 门 为 了 避免 因 设备 损坏 影响 正常 生产 ， 就 需要 使 处 于 正常 工作 状 
态 的 设备 , 在 任何 时 刻 都 保持 一 个 固定 的 数量 . 这 就 要 求 确定 设备 的 更 新 率 rG), 确定 更 新 率 
r(0) 的 问题 可 以 化 为 解 一 个 以 r(z) 为 未 知 函 数 的 积分 方程 。 

首先 设 sb#) 是 一 个 用 以 确定 在 1=0 时 新 买 进 的 、 且 到 时 刻 上 保持 完好 的 设备 台数 在 设备 
总 数 中 所 占 比 率 的 函数 ， 称 为 生存 函数 。 

设 在 时 刻 处 于 工作 状态 的 设备 总 数 为 a), 则 在 时 刻 := 0 新 买 进 的 设备 数 为 fco), 由 
十 损坏 或 磨损 ， 到 时 刻 :， 其 中 只 有 fA(0)，s(z) 台 保持 完好 。 为 了 人 在 时 刻 t+ 使 设备 台数 保持 大 
FAO sG), ANTA 1=0 到 时 刻 +， 必须 以 一 定 的 速率 不 断 更 新 设备 。 设 在 时 刻 r, 设备 更 
ЖТЖ (т), ЈЕ г, HA т 所 更 换 的 新 设备 的 使 用 期 限 为 :一 r, 此 时 保持 完好 的 设备 的 
台数 所 占 的 比率 为 (一 rz)。 由 于 在 时 刻 с 开始 的 时 间 间 隔 Ar 内 所 更 换 (新 买 进 ) 的 x(r)Ar 台 
设备 中 , 只 有 比率 为 s(t 一 r+) 的 那 部 分 设备 保持 完好 。 这 些 不 断 更 换 的 、 保 持 完 好 的 设备 台数 
为 r(r)s( 一 DAr, 把 它 关 于 + 在 时 间 区 间 (0,t) 积 分 ， 就 得 到 

pG) = fse — rdr и>) (1.2-49) 


RP p(w) 是 在 时 间 区 间 0<<r<t 内 办 更 换 而 购 进 的 设备 ,在 时 刻 * 仍 保持 完好 的 数量 .因此 ， 
若 再 加 上 原 有 设备 ( 即 在 t=0 时 的 新 设备 ) 在 时 刻 : 保持 完好 的 数量 总 0)s(t)， 就 得 到 在 时 刻 
t 处 于 工作 状态 的 设备 总 数 

уа) = Fo)sGD) + [ге — r)r(r)dr (2-50) 


如 果 Fi st) 为 已 知 函 数 , 则 式 (1, 2 - 50) 就 是 一 个 以 r(t) 为 未 知 函数 的 第 一 类 Volterra 
积分 方程 。 式 中 *(CD) 满 足 条件 *(0)=1， 即 新 购 进 的 全 部 设备 都 处 于 工作 状态 。 


9. ЖЪН 对偶 积分 方程 组 


成 对 出 现 的 积分 方程 组 ， 称 为 对 偶 积分 方程 组 。 这 种 对 侦 积分 方程 组 ， 通 常 是 一 组 混合 

边界 条 件 的 积分 表达 式 。 所 谓 混合 边界 条 件 ， 是 指 在 边界 区 域 的 一 部 分 上 给 出 的 是 函数 本 身 
` 的 值 , 而 在 其 余部 分 给 出 的 是 函数 的 导数 值 。 下 面 以 4(p) 为 未 知 函 数 的 方程 组 就 是 一 个 对 偶 
积分 方程 组 


[awhea =u OK< (1.2-51) 
. 


Гелот = r> (1.252) 
式 中 Jo(z) 是 零 阶 第 一 类 Bessel 函数 (Js(z) 是 ， 阶 第 一 类 Bessel 函数 , 它 是 Bessel 微分 方程 
аР Соп) f=0 B) AE z=0 有 界 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 之 - )。 
ТОЈ 


RO 2 - 51) 是 带电 圆 板 形成 的 电场 在 单位 圆 盘 内 部 (0O<r<1) 的 电位 保持 恒定 这 一 条 件 
的 积分 表达 式 ， 而 式 (1. 2 - 52? 则 描述 了 在 单位 圆 盘 外 (>1) 是 完全 绝缘 的 状况 。 

在 第 五 章 ， 将 利用 Hanke 变换 导出 上 述 对 偶 积 分 方程 组 。 

积分 方程 的 重要 性 在 于 它 能 反映 积累 或 遗传 的 情况 ， 在 这 种 场合 ， 状 态 (2) 受 到 它 以 前 
全 部 值 改 为 的 积累 所 产生 的 影响 。 


10. 一 种 传输 系统 


研究 一 种 线性 的 传输 系统 ， 设 9y( 幻 是 系统 的 输入 量 ， 而 (7) 是 系统 的 输出 量 ，4 (4) 表示 
“传输 的 响应 特性 ”、 即 当 осе) ЕЙ (УЙРЕК В ЖОН] 


i р а<0) 
i Gg) 
所 对 应 的 输出 量 GO. ЖАЗ) 
кө = DAW — [о ала dr (1.2-53) 
即 
жолоо) 一 | rn dae- par = SO QL 2- 54 


下 面 以 一 个 具有 惯性 的 测量 系统 为 例 进 行 讨 论 。 这 时 惯性 是 指 当 初始 输入 基 等 上 0, 然后 
突变 为 1， 则 仪器 指针 不 是 文 刻 指 到 读数 处 ， 而 是 经 过 -- 段 时 间 逐 渐 到 达 读 数 处 。 

设 指针 按 规 律 

(1.2-55) 

从 读数 1/2 处 逐渐 改变 到 读数 1 处 ， 十 是 产生 这 样 的 问题 ， 如 何 按 从 仪器 指针 观察 到 的 读数 
s+) 去 求 输入 量 wz) 的 变化 规律 。 这 个 问题 归结 为 从 第 二 类 Volterra 方程 (1.2-54) 解 出 фо) 
来 。 

当 s(t) 二 1, 即 如 果 在 任何 时 刻 测量 仪器 的 读数 总 是 1 时, 所 测 世 的 输入 其 4) 的 变化 规 
律 以 可 通过 解 (1, 2 - 54) 得 到 ， 式 中 AC 由 式 (1.2 55) 给 出 ,，s O= 

在 $7.3 中 ， 将 给 出 上 述 方程 的 近似 解 。 


11， 绳 索 的 担 转 


ЛЕ АУЕ m(i) 使 一 条 网 索 (或 一 根 棒 ) 扭 转 时 ， 假 定 招 转 在 初始 时 刻 上 立即 产生 ， 
且 在 + 之 前 没有 施加 其 他 扭矩 ， 则 为 使 此 绳索 (或 棒 ) 扭 转角 度 w(t) 所 需 施 加 的 扭矩 m А 
转角 w(2) 成 比例 ， 即 


Айу= 1+ 


mt) = hot) (q. 2-56) 
但 实际 上 ， 为 使 得 绳索 报 转 角度 mt) ， 扭 往 是 在 … 个 时 间 区 间 内 施加 的 。 此 外 ， 由 于 企 
;之 前 , 即 在 (一 ce ,2 内 所 施加 的 扭矩 会 改变 绳索 的 物理 性 质 , 因而 对 时 刻 : 的 扭转 产生 影响 ， 
因此 在 时 刻 * ИШЕН w(t), RREFERA 上 的 扭矩 以 及 在 时 刻 е 之 前 时 间 区 间 ( 一 “0 内 的 所 
E. 
绳索 扭转 的 静 平 衡 问 题 可 以 表示 为 
mO) = hat 十 | авг (.2-51) 


z з= 


式 (1.2- 57) 是 未 知 函数 w(t) 的 : -个 第 二 类 Volterra 方程 , 式 中 心 是 -个 常数 ; gt,r) 是 一 个 
Б, 它 表 示 上 之 前 的 扭矩 如 何 影响 绳索 的 物理 性 质 因而 影响 时 刻 上 的 扭转 角 。9(t,r) 作 
为 代替 式 (1.2- 56) 中 之 常数 声 的 比例 系数 ,反映 了 在 时 刻 *， 对 + 上 之 前 连续 施加 的 扭矩 m (r) 
(一 co<r<t) 起 多 大 的 影响 。 

由 时 刻 r+ 所 施加 的 、 使 绳索 扭转 角度 为 w(r)Ar 的 扭矩 ， 在 时 刻 上 所 产生 的 扭矩 增 量 为 
9YCtvr)aw(r)Ar。 把 区 间 一 "<zr<t 内 所 有 的 扭矩 相 加 ， 就 得 到 最 终 所 施加 的 扭矩 

та) = | renpecpdr (1.2- 58) 

这 样 ， 为 了 使 一 条 强 索 产生 一 个 扭矩 m(r)， 确 定 扭转 角 的 变化 率 应 取 多 大 这 一 问题 ， 就 
化 为 解 wt2) 的 一 个 第 一 类 Volterra 方程 (1.2- 58). 

Yi,T) 一 般 依赖 于 两 个 变量 + 5 с, ШЖ фп.) Р. 与 了 的 差 上 一 *r， 即 

фи.) = @ G — r) 

WRO. 2 - 58) 就 是 一 个 卷 积 型 的 Volterra 方程 。 


12， 摆 的 受 近 周期 振动 


一 个 摆 在 周期 驱动 力 的 作用 下 ， 作 有 限 受 迫 周期 振动 ， 摆 的 振幅 *(2) 满 足下 列 非 线性 微 
分 方程 
u") + azsin ult) = Сй) (1. 2-59) 
式 中 a 为 常数 ，G 为 周期 为 2 HARR 
为 寻求 方程 (1. 2 - 59) 的 周期 为 2 的 解 ( 即 在 上 一 0 及 :==1 时 均 为 零 的 解 )， 引 入 
1—5) Er 


kits) = | 
s(1 一 (0<s<t<1) 
i 
а= [е „обоз 
i 


Fls,f) =— esin(f — 800) 
于 是 f=zg+u 满足 方程 


FO + каро, 0а = 0 (1.2-60) 
式 (1.2 - 60) 是 一 个 Hammerstein 上 方程. 
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1， 验 证 x) 一 1 一 z 是 积分 方程 
[oa = < 


的 和 解 。 
2. 验证 积分 方程 
жа) 一 Терса (оту <1) 
RT EE pE 外 ， 具 有 形 如 
plr) = cz 
的 解 ， 式 中 c 为 任意 常数 。 
1 
= 积 
3. RE gae) — 分 方程 
了 — =) 
oat 
的 解 。 
4， 把 以 下 微分 方程 的 定 解 问题 化 为 对 应 的 积分 方程 。 
Я" на 
>00)=0, У (0)=1 


(2) 人 £ 
у00)=0, y (0)=2 


Уу) [о<е<®) 
y(0)=0, 中 至 ) =-。 
т [=ч е уч 


yx(0)=y'(0)=1, у'(0)=0 
5， 把 下 列 积分 方程 化 为 微分 方程 的 定 解 问题 再 求 出 解 来 ， 


аф) 一 — 和 oa 
о [egode = z 


Q) = i tl 


7; 


第 二 章 ”第 二 类 Fredholm 方程 


第 二 类 Fredholm 积分 方程 ,在 理论 与 应 用 上 都 有 很 重要 的 意义 ， 所 以 首先 对 这 类 方程 进 
行 讨论 。 

对 于 一 般 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 ， 当 参数 和 的 值 较 小 时 ， 可 以 用 逐次 通 近 法 求解 。 
Fredholm 提出 了 参数 处 取 任意 值 时 ， 求 第 二 类 Fredholm 方程 的 方法 - Fredholm Fik. R 
化 核 的 第 二 类 Fredholm 方程 ， 可 直接 化 为 代数 方程 组 。 本章 讨论 上 述 求 第 二 类 Fredholm 方 
程 分 析 解 的 方法 ， 并 建立 第 二 类 Fredholm 方程 的 基本 理论 - 一 Fredholm 定理 。 

对 称 核 及 败 积 型 的 第 二 类 Fredhoim 方程 将 分 别 在 第 三 章 、 第 五 章 进行 讨论 。 


§2.1 KERK 
考虑 第 二 类 Fredholm 方程 


j 
Фа) — А| kerd pedt = РС) @.1-1) 


假设 &Cz,t) 与 Р) ЯНЕ asc=, Sb 5 аль РИБ, ARARA lr) SA, 
7) ISB, MIRADE А, TAREN BREAN. 1- DRTE, 更 一 般 地 ， 当 
jz) 在 [ae, 的 上 平方 绝对 可 积 ， 即 存在 正常 数 刀 ， 使 得 
| Fæ а = D 
同时 &(zt) 关 于 z，t 平方 绝对 可 积 ， 旧 它 的 绝对 值 平 方 关 于 单 变量 的 积分 尾 一 个 有 界 函 数 ， 
即 存在 正常 数 C,， 使 得 


kr) ае < Сї 


时 ，. 上 述 结论 也 是 成 立 的 。 
把 方程 (2.1- 1) 记 为 


gG) = fG) + Аско (2.1-2) 
取 f(z) 为 零 次 近似 
pir) = f (2.1-3) 
将 名 (x) 代入 方程 (2.1 - 2) 的 右 端 ， 把 所 得 结果 作为 -次 近似 
pa) = fu) 十 kere: Q. 1-4) 
依次 类 推 ， 即 按 下 列 规则 作 函 数 序列 Ф Cr), фут), е, pa e 
фо) = а) + afkog ош (2.1-5) 


* 
фб) = fæ) + af (ЖОО (2.1-6) 


定理 2.1.1 设 核 k(z,t) 及 自由 项 О), А5 у, ДИ СЛЕЗА (р, Сә) EE [B] 


Са, ЕЗИ О. 1 ~- 1) 的 解 p(x)。 
证 明 把 式 (2.1~ 3) 代 入 式 (2.1-4), 得 


g, (z) = flr) + ШЕК 
然后 代入 式 (2. 1 一 5)， 得 到 
фа) = fz) + Jae. fear + sila nuna, а 
改变 上 式 最 后 一 项 的 积分 顺序 ， 得 
pa) = Л) + anaf + содаи 
其 中 ki(z,t) = ЁС.) 
klasu) = [воан 
类 似 地 可 得 
«б =F + hayfay + сод + 
+ f nalt) f (Odi 十 xf’ RERO 


其 中 kalat) = eok du (2.1-7) 


С) n 次 选 核 。 
如 果 多 (x) 当 nn 一 时 的 极限 p(x) 存在 ， 则 


pa) = fr) + sr ofod += + x ef Od Fee (178) 
为 了 证明 上 述 级 数 的 一 致 收 全 性 ， 信 计 积分 (x,ydt ,显然 
EE f [их 0) lde < A? -- a) 


lky(z,u)| <f Пасо еу) de АЗ ау? 


сно < be, aG a) lde < AG ey 


< A" — ayafi flu) [du < A'B — а)" 


因此 (КООШО 
ATA BAAO- а) 是 级 数 (2. 1 8) 的 强 级 数 。 当 14| 一 二 时 ， 此 数 项 级 


m 


a == 


数 收敛， 因而 ， 对 这 样 的 \， 级 数 式 (2.1 - 8) 或 (8(z)) 一 致 收 合 于 函数 p(x)。 
对 式 (2.1 - 6), 令 n>oo， 得 到 


Pa) = ДО P (Od: + f(z) 


因为 序列 (%.《z)} 一 致 收敛 ， 所 以 积分 号 下 取 极 限 是 合理 的 。 于 是 p(x) 昨 方程 (2. 1 一 1) 的 解 。 


还 可 证 明 p(x) 是 方程 (2. 1 - 1) 的 惟一 解 。 这 是 因为 ， 如 困 还 存在 方程 (2. 1 - 1) 的 另 一 个 
f 4%(z) ,车 取 零 次 近似 多 (z) 一 %(z)， RARA д (2) 0), фб) (в), +, рб) = 00), 
由 于 p(x) 的 极限 为 p(xz)， 所 以 g(x) 二 p(x)。 


UFAA gp" RERO 1-DKK, 对 这 样 的 4, МКО ААГ Oa) 


way 


к, 此 级 数 是 级 数 > у e (C DS ВЫ, ВН ТА, 0) «А-а, 
BALX kat ВК, B 


及 (zi = УЗАТА.) 2.1-9) 


pr 


级 数 (2.1- 8) 可 记 为 
g (z)= f(z) + afi SIATCE) Род 


“лч 


= ш) + | Ra) aya: (2.1-10) 


函数 R(z,t;) 称 为 方程 (2. 1 - ORB ka DHR. 

以 下 给 出 解 核 的 一 般 定 义 。 

定义 2.1.1 车 对 于 4 的 某 个 值 4(% 关 0) 和 任意 自由 项 ,方程 (2. 1 - 1) 的 解 他 在 且 惟 一 ， 
上 且 这 个 解 由 式 (2.1- 10) 表 示 ， 则 称 方程 (2. 1 - 1) 对 于 А 以 КСА) о 

定理 2.1.2 车 方程 (2. 1 - 1) 的 解 核 存在 ， 则 解 核 必 是 惟一 的 。 

证 明 设 对 于 А, 方程 (2, 1 - 1) 有 两 个 解 核 ，RiCz,tij) 与 R.G t 26). Жа A= B} 
方程 (2, 1- 1) 有 惟一 解 ， 所 以 对 任意 函数 f(x) 有 下 列 恒等式 


шз + lf RG nao Ode = F + М кыздай 
а и(хы) = Ё(х À) — R,(z,t 40) 
就 有 [=,D aya = о 


又 由 于 f(t) 是 任意 的 ， 对 于 固定 的 z， 可 取 
fO) = u(z,tD. 
这 样 就 有 
[онш =° 
АЙ u(z t=0, 即 Ri(z,06 Àk)= R C t A). 
这 样 , 如 果 已 知 方程 (2. 1 - 1) 的 解 核 , 则 由 式 (2. - 10) 就 可 得 到 此 方程 的 解 。 以 上 我 们 
0 


仅 对 满足 il< дур 万 的 4 确定 出 解 核 。 在 Š 2. 3 Fredholm 方法 一 节 中 , 将 给 出 解 核 的 另 一 


个 解析 表达 式 一 一 Fredholm 公式 (2.3- 14)。 利 用 此 式 可 以 把 解 核 RCz,tsh) 解 析 延 拓 到 复数 
2 平面 的 任何 有 限 区 域 (除了 使 D(X) =0 成 立 的 某 些 孤 立 奇 点 )。 这 样 ， 在 平面 的 上 述 区 域 
内 ， 解 核 总 是 存在 的 , 因而 对 4 的 任何 值 , 除了 上 述 奇 点 外 ， 可 以 用 式 (2.1 - 10) 得 到 积分 方 
程 (2,1-1) 解 。 

下 面 给 出 wz) 的 另 一 种 形式 ， 设 


Ф.) = f k. D fd n = 1,2,5 
则 起 (2.1- 8) 可 记 为 


Ф (r) = f(z) + У, (а)А OQ. 1=-115 


= 
BE p( r) о А ВОЕНЕН, (2.1 ТО УОТ ВЕ 2. 1 - 1) 的 Neuman 级 数 。 
对 解 核 成 立 


(30) = (тм) + Арсав и nayan (2.1-12? 


К,А) = k(z,t) + Араке самади (2.1-13) 
式 (2.1-12) 可 利用 式 (2, 1 - 9) 来 证 明 : 


R(z,t à) = УЗАТА, (z t) 


хл 


=k(x,t) + yeah ди + 
Я 
xj ВС) би )би + + 
А 
ао + Ааьс Або + аи 


=) + [канов гади 


式 (2.1-13) 可 类 似 地 证 明 。 

逐次 站 近 法 可 用 来 证 明 某 些 积分 方程 解 的 存在 性 。 如 果 能 求 出 (8.Cz)} 的 极限 函数 ,就 求 
出 了 积分 方程 的 解 ; 在 已 知 {g.(z)) 收 敛 于 原 方程 解 的 情况 下 , 有 限 次 迭代 的 结果 就 给 出 此 积 
分 方程 的 近似 解 。 

例 2.1.1 求解 积分 方程 


055 ор 


Иа ЧЕ р ери э 
aaah? z МЕЖА асау" 
因此 由 式 (2.1 -11)， 方 程 的 解 为 


1 1)? 
Ke) =: + тС 十 (二 мә + 


j мо Јева 308) 
== 


Sal 
o 
1 
£ 
ajo 
wj 
È 
I 
> 
vob 
8 


аа әс í 
EET TIPNES 
25/24 r=x 
CE 
K= 


对 某 些 积分 方程 ， 可 利用 送 核 求 出 解 核 ， 进 而 可 求 出 积分 方程 的 解 来 。 
例 2.1.2 求 方程 g(x) 一 Aaa: = f(x) 的 解 核 ， 并 求 出 方程 的 解 。 


解 HT baz a= >rt [ДЮ 
k сй а арза 
207,1) = [aya u= аи x = 7t 


хы) = 1; CGuy(ay)da = zat 


1 
kalz) = git 


i 
FÆ Кау = Уһ СА аў) е 
1 Зх? 
= = == C < 
T 


由 式 (2.1 - 10)， 方 程 的 解 
жа) = fay + | 88 Ër Od 


特别 ， 当 f(z) 二 x 时 


Заг 
кот [| Etm 


下 面 介绍 选 核 的 表示 与 性 质 。 
选 核 可 以 用 核 &Cz, 六 直接 表示 
hz) = -六 [нан еви) шиаи 


若 核 k(x,t) 在 域 a<, a< {ЭЯ , ПШТИ А А Сс) (п;®2){Е БОЖЕ 


形 区 域内 连续 ;对 正 整数 ;+，7 成 立 


b 
k (x,t) = [Gaya Ga, Oda (2.1-14) 


AP i=l, 2, 668 j=l, 2, 1, 


E RDH, BRD Се), MRBU: k А) 
最 后 给 出 计算 送 核 与 解 核 的 几 个 例子 。 

例 2.1.3 设 方程 的 核 &(z,t) 二 x -:，a 一 0，5 一 1]， 求 迭 核 。 

解 ” 由 式 (2.1-7) 


klz) 一 工 一 上 


їз 3 „Её „21 
(тм) = he ша Da = ЕЁ — и — +1 
' ' = 
вшм = fa o| E u |а 2 
аа ж а 
ма | — Ddu =— үг 
FERNE кс ел | 
ula Ttg] 
Я (1! = 
经 归纳 ， 当 x=2m 一 1 时 ， hor To 000), т=1, 2, +з 
á е G 14 
34 n=2m 时 ， йыб) = тнт |, тт, 2, 
例 2.1.4 В C =e, а=0, b=l, RÉI klart) T klt). 
oO) 
0) 
Е min(z,t бф) 
PRU) АС) іа у 
eO < r< 
A 
О а) 


АЯШ), ШС) Ska). 
ЮЙ, kld =klr), 而 
' 
всу) = ослоњен 
其 中 
er Orsu) 
e (и r< ` 


е“ Ои) 


klzu) = | 


klut) = | 


e G=<u= 1) 
由 于 АСЯ, TE ke tB И, 因此 只 要 对 г>. Ж А Сое) ҖИ], 当 z< 时 的 表达 式 
可 利用 对 称 性 得 到 。 当 x 之 t 时 
кез =S keak биди + Јасона, + 
fece Ddu 


ERRO, D, и<г<т. Ж 


Гаа ayka ди = 
р 


ERG), иа, FE 


[сонии = [е еди = et 一 ей 
Ж 0,1), гои, 

i 

Í h(x sk (ut) du = [ее = a — ret 


因此 bape li sn е е СЕЈ 
当 z<¿ 时 娟 (z, 力 的 表达 式 可 通过 z, t 互 换 的 方法 得 到 


(z, = Бу) = (2 — pers 一 = 1 
于 是 
(2 — pet 一 = EREA] 
k.(z t) = | * 
(2 一 zer — Š = а<тец1) 


下 面 引进 核 互 为 正 交 的 概念 。 已 知 两 个 核 &(z,t)，L(z,z， 如 果 对 定义 域内 ,上 任何 允 
许 的 值 都 有 


[aceite par 一 0 


[сои =0 


WRR #(х,) 8 DEl DEREZ. 
ЙИШ kD = zt, Гб) 在 [一 1,1J 正 交 。 这 是 由 于 


Я И 

[ (хш) (ичди = zef ади = 0 
a 9 
i ; 

[ud udu = aaf айби = 0 
Е 本 


存在 与 自身 正 交 的 核 , 对 于 这 种 核 , ks(zx,t) 二 0, 显然 以 后 的 迭 核 均 为 零 ， 于 是 解 核 与 核 
АСга. Д2 АС) =віп(2— 20), Оа 2л, 02, Ж 


ë 
since 一 2u)sin(u — 2)du= т, (cos(z + 22 — Зи) — cos(z — 2t — u)Jdu 
o 


а= 
= 0 
“= 


= 1[— sinte + 2 ~ 3и) + sin(z — 2 — )) 


щҖ(2.1-9), WSA. BD 
В(х,1;А4) = sin(z — 2t) 
如 果 mr(zx,t) 与 n(xr,t) 互 为 正 交 核 ， 则 与 核 Cx,t) = mat) +n (x, tX 0 8 Ж 
R(z,r2) ,等 于 m(z,t) 对 应 的 解 核 RC2,t34) 与 (zs) 的 解 核 R(x,t;2) 之 和 (请 读者 自己 加 
以 证 明 )。 这 个 性 质 可 以 推广 到 任意 有 限 个 核 的 情况 ， 如 果 核 mm t), mPa), e 


т (z, 两 两 正 交 ， 则 与 它们 之 各 ka= Ут”) 相应 的 解 核 ， 等 于 每 个 核 所 对 应 的 


解 核 之 和 。 
例 2.1.5 ЖАСЫ) ае, а= 1, Ь=1 对 应 的 解 核 。 
解 ” 以 前 已 指出 核 m(zx,t) 二 zt 与 1(z,t) 一 zx 在 [一 1,1) 正 交 ， 再 分 痹 求 出 ce 对 应 的 
йг 


Е 
W R.C Pa, zt ХАЦЕ R.C = ФЕ, Б А ЫЛ 


К,А) = R,(r,t Í 2) + R.,Ge yt À) 


直人 [al< 2} 


82.2 退化 核 方程 


在 第 二 类 Fredholm 积分 方程 中 , 有 一 类 重要 的 、 特殊 类 型 的 方程 ”退化 核 方程 。 它 本 
身 可 以 用 初等 方法 ， 即 化 为 线性 代数 方程 组 求解 ; 而 对 于 一 般 的 第 一 类 Fredholm 方程 , 如果 
把 它 的 核 用 退化 核 通 近 ， 则 它 的 近似 解 就 可 利用 求 退化 核 方程 的 解 得 到 。 此 外 ， 利 用 退化 核 
方程 ， 还 能 使 导出 一 般 连 续 核 的 Fredholm 积分 方程 理论 的 过 程 得 到 简化 , 

对 于 第 二 类 Fredholm 方程 


жа) = A| hr pd = fo) 


如 果 它 的 核 可 以 表示 成 有 限 项 之 和 ， 其 中 每 一 项 都 是 两 个 因子 的 滋 积 ， 一 个 因子 仅 依赖 于 xz， 
另 一 个 仅 依赖 于 +， 即 具有 以 下 形式 


k(z,t) = Slaa) 
就 称 此 方程 为 退化 核 方程 。 它 可 表示 为 
go Д ab gd = fu 
aiel 


即 о А Da W LOKO = Go) 22-0 
mi а 
Ж а, (20001,2, оп): а (х), Ь@)@=1,2,+-,л){Ё az, АРЕ, 记 
КО =a @=1,2,тэл) (2.2-2) 


则 式 (2.2- 1) 化 为 
g(x) = f(z) + Аў уса) (2.2-3) 
= 


因此 ,为 了 确定 积分 方程 (2. 2- 1) 的 解 ， 只 要 确定 未 知 常数 c, 即 可 。 为 了 得 到 c. 所 满足 的 方 
程 组 , 可 以 把 式 (2.2 - 3) 代入 原 方程 (2.2 1) 中 去 , 但 把 式 (2.2 - 3) 直接 代入 式 (2.2 -2), 就 
能 更 方便 地 导出 c(i 二 1,2,…,n) 满 足 的 方程 组 来 


[коо radon = е 
с = 


= b 
[sayfaya +A ha dr = ‹, 


m 


; 
记 [araya = f, 


калош = а, (22-4) 


дБ 


就 得 到 с, 的 线性 方程 组 


例 2.2.1 


于 是 


e, =- Аў )аре;= Ў, (2.2-5) 
=: 

解 退 化 核 方 程 

pe) — À [К t — tsh z)@(t)dz = 0 (2.2-6) 
А 
[а 1р): = c, (2.2-7) 
f Фф = c, (2.2-8) 
; Е 
ga) = | ch град — А | рй = суйл сод z (2.2-9) 
i К 


把 式 (2.2 - 9) 代入 式 (2,2-7) 及 (2.2- 8)， 得 


即 


(9 一 人 f tch tdt) + cad Г sh tch dg = 0 
-1 1 
-ea 4 ~cz(1 十 af tsh dz) == 0 
e <t 
s s. (2.2~10) 


|- а-а + е = 0 (2.2-11) 


由 起 (2. 2-10), 120, 为 得 到 方程 (2. 2 - 6) 的 非 零 解 ,cs 关 0, 由 式 (2.2-11), 2 二 一 十 6。 因 


2 


№, ма he 时 方程 (2.2 - OAREN 


Kar) = — càsh r = c*sh z 


RP “一 一 cz 为 任意 常数 。 
记 系 数 行列 式 


Jl— j — т даь 
ро) = T даа 1 — а = ~ | 
| —W = Mas “+ 1 Аа 
利用 Cramer 法 则 求 式 (2. 2 - 5) 的 解 ， 注 意 到 式 (2.2- 4), WRR nH 阶 行列 式 
0 — арб) ~ a(r) % = а, (ж) 
bG) 1— = даа с a. 
Drit = xG) — an 1—0 Ав …  — As 
Qy, =s = е ч 


则 


А 
wz) = f(z) + Берре 


* Drt A 


= fG) + af TID fode 


式 中 PEA RARO 1- 10) 中 的 解 核 RCz,eth)。 行 列 式 DO, ARRE DOD 


Анаба), b (0 按 一 定 的 方式 构成 


DG) = У) У) Ara aA 

式 中 ”4 是 DG 的 第 ; IT Ж) 列 元 素 的 代数 余子 式 。 

如 果 式 (2.2 - 1) 中 的 PCz) 重 等 于 零 ， 即 方程 是 齐 次 方程 ， 它 有 平凡 解 p(x) 三 0， 它 与 式 
(2. 2 一 5) 右 端 为 零 时 的 平凡 解 c = cz 一 … 一 一 0 相对 应 , 当 4) 0 时 ,上 述 解 是 惟一 的 ,如 
果 了 (一 0， 出 ciG=1,2,…，) 中 至 少 有 一 个 可 任意 取 值 ， 而 其 余 的 值 由 此 确定 ， 于 是 齐 
次 积分 方程 (2.2 - 1) 有 无 限 个 解 存在 . 

tE DA =0 的 4 值 是 积分 方程 的 特征 值 , 与 它 对 应 的 齐 次 积分 方程 的 任何 一 个 非 平 凡 解 
(例如 a,(z)) 就 是 此 积分 方程 的 特征 函数 , 如 果 对 于 一个 已 知 的 特征 值 , 常数 cl, соз ео co 中 
有 m 个 可 以 任意 指定 ， 则 与 此 特征 值 相对 应 ， 有 m 个 线性 无 关 的 特征 函数 。 

如 果 自由 项 f(z) 不 恒 等 于 零 ， 当 DC) 天 0 BT, 非 齐 次 积分 方程 (2.2- 1) 对 一 切 4 的 值 有 
惟一 解 。 


当 DG 一 0， 如 果 对 所 有 的 iG=152,m) 都 有 (zyf (zd = f, = 0 , MEIE 
ОУУ ВОВА G=, 2em ERZ, 则 此 时 式 (2.2-5) 的 右 端 仍 为 零 , AE, ¿G= 
1,2,.…,n) 中 至 少 有 一 个 可 任意 取 值 , 而 其 余 的 < 值 出 它 确定 。 于 是 非 齐 次 积分 方程 (2.2-1) 
的 解 有 无 限 个 ， 按 式 (2. 2 - 3)， 此 解 表 丰 为 /(z) 与 特征 函数 a(x) 的 线性 组 合 之 和 ; 如 果 在 
[bade = Ла = 1,2,…wm) 申 年 少 有 一 个 不 为 等 , 则 非 齐 次 方程 级 (2.2 -5) 及 非 齐 次 


积分 方程 (2. 2 - 1) 无 解 。 
例 2.2.2 讨论 下 述 方程 的 可 解 性 : 


ж) = А а — заа + fO 22-12) 
R 式 (2.2-12) 是 退化 核 方 程 。 令 
a= Í ҮЛ (2.2-13) 
с = [шош (2.2-14) 
则 @(z) = Ас 一 3c27) + f) (2.2-15) 


把 式 (2.2- 15) 代 入 式 (2.2-13)、(2.2-14) 中 ， 得 到 
asie ба Гуо 
со = А Та 一 可 十 [ош 

Mi 


(а Da + x, = | aya: 
k i (2.2-16) 
Ta + O + ba = | paya 


- 27 — 


式 (2.2 -16) 的 系数 行列 式 


1-4 5А 
DA) = 


= 14-а 
=ч 4) 


e 
= 3А 1+ Ај 


HHRH AAEN, 式 (2.2-16? 有 惟一 解 , 从 式 (2.2- 16) 解 出 cc:, 代 入 式 (2.2-15) 
就 得 积分 方程 (2.2 - 12) 的 惟一 解 ; 当 一 2 时 ， 式 (2.2 - 16) 化 为 


1 
一 cl 十 3с; = [КОТ 


N (2.2-17) 
— c, + 3c = [ayat 
当 2== 一 2 时 , 式 (2.2 -16) 化 为 
i 
аа = Ff ea 
; (2.2-18) 
суст cz 一 [ооа 
1 1 
当 一 2 时 ， 如 果 [| aya: = Jayat ‚ш 
ja оройг = 0 (2.2-19) 


时 ， 式 (2.2 ~ 17) 中 的 两 个 方程 同 解 ， 因 此 o = 3c 一 Fodr ， 由 式 (2.2 -15), Ko) = 
Аа =a) — f fode С), Ф Аба 为 任意 常数 ， 如 果 式 (2. 2 - 19) 不 成 立 ， 则 式 


(2.2 ~12) 无 解 。 当 4= 一 2 时 ， 如 果 frod = [aya ИГ 


fa = зудо = 0 (2.2 - 20) 
i 


时 ,类 似 地 可 得 9Cz) = BA — a) 一 3 | fode + f(x) + Rh B= 2e HERR HO MR 
式 (2.2- 20) 不 成 立 ， 则 式 (2.2- 12) 无 解 。 
特别 是 , 当 f(z)=0 时, 如果 А 2, 则 式 (2. 2 -12) 有 惟一 解 02) 0; ШЖ А-2, 由 
式 (2.2-17), a 二 3c;:， 再 由 式 (2.2 -15)，Xz) 一 3c:(1 一 z)， 于 是 与 1 一 2 对 应 的 特性 函数 
为 1--x; 同样 可 求 出 А= 一 2 所 对 应 的 特征 函数 为 1 一 3z。 
非 齐 次 方程 (2.2-12) 的 解 (2.2 -15) 可 表示 为 
gar) = AO — z) + A,(1 — 3х) + f(z) 


Кы д8), ы аманет, 这 个 结 


论 对 一 般 类 型 的 第 二 类 Fredholm 方程 也 是 成 立 的 。 
例 2.2.3 Жос) | G + Dea) СО). 
解 上述 方程 是 方程 (2.2 -1) 中 ，at(z)=zy， bG=1, а(х) =1, b=, n= 的 特 
殊 情 况 ， 可 设 解 
Gx) = fia) + Аах + с) (22-21). 
Sagi 


由 式 (2.2-5)，cl，cz 应 满足 


(2.2 - 22) 
1 А 
-tafi -tjash 
* d 1 1 
ко n e = [шш апу, a= l, аат, An ° 
1-4 一》 ° 
род) = 一 一 —2 — 
(А) 有 МЕ, 12 А+1 
з 2 
0 == ©] 
А 
Damas | 17; 7А 
А А 
1 3 фе 


2 
={и-&—-4+14+ +, 
DG)=0 的 根 为 入 = 一 6 十 4 3， 加 = 一 6 一 4 3, 4 ляд, B дзел, В], АННЕ — fe 


ws = 25 j- 
Gz) = f) + af (125 4 eor а 12(z + D fode 


当 4= 丸 = 一 6 十 4M ЗЕЕ, 式 (2.2~21) 化 为 
2а (60) = /fd 
[а-а (а ома = ало 
即 
(4—2V 3)at (6-63) = Глог (2.2 - 23) 
(207) + (eV a) = s uray (2.2- 24) 
当 [лов 一 一 VE [raya ， 即 
ha + Уз t) fdt = 0 (2.2 - 25) 
时 ， 由 式 (2.2-23》， 有 
(4— 2/3) = (4373 — 6) 4 [aa 
于 是 а= Ма + #471 fode 
再 由 式 (2.2 -21)， 
жа) = A(VIz+1) + Р) + «зой 


23799525 


其 中 4 = 2( ~- 3 二 2/3)ics 为 任意 常数 ， 如 果 式 (2.2 - 25) 不 成 立 ， 原 方程 无 解 。 
类 似 地 可 得 到 ， 当 4 二 = 一 6 一 4 3 时 ， 在 满足 条 件 
fu = Мз) = 0 (2. 2-26) 
时 ， 可 求 出 
a =— М3 + 23 оа 
于 是 
а) = Bl1 — V3) t Р) a s| aya: 
其 中 B= 2( 一 3 一 2M3)cs 为 任意 常数 ， 如果 式 (2.2 - 26) 不 成 立 ， 原 方程 无 解 。 


§2.3 Fredholm 方法 


逐次 逼近 法 提供 了 在 参数 ) 取 较 小 值 时 ， 求 第 二 类 Fredholm 积分 方程 
РЕ -a асоро = fa) (3-1) 


解 的 可 能 性 。 为 了 对 参数 4 取 任 意 值 时 的 一 般 情况 求 出 方程 (2, 3 - 1) 的 解 ，Fredholm 使 用 
Volterra 已 采用 过 的 想法 ,用 积分 和 式 近 似 代替 积分 ,把 积分 方程 作为 线性 代数 方程 组 的 极限 
情况 来 加 以 研究 。 在 1903 年 他 首先 利用 所 谓 Fredholm 行列 式 , 给 出 第 二 类 Fredholm 方程 的 
解 ， 并 证 明了 Fredholm 方程 的 基本 定理 。 

下 面 先 介绍 Fredholm 行列 式 、Fredholm 一 级 子 式 的 概念 , 给 出 方程 (2. 3 - 1) 解 的 表达 
式 ; 讨论 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 ， 为 $2, 4 Fredholm 定理 的 讨论 做 准备 。 


1. Fredholm 行列 式 ”Fredholm 一 级 子 式 

设 积 分 方程 (2. 3 - DHH АС). HANS), RUER p(x) 人 在 定义 域内 连续 。 

把 区 间 Ca ,已 分 为 ”等 份 ,每 份 的 长 为 nmts, 设 第 j 个 分 点 为 6(7=0,1,2,…,n)。 把 
方程 (2. 3- 1) 中 的 积分 由 积分 和 式 代替 ， 则 方程 (2. 3 1) 化 为 近似 方程 


Pa) -Ah Sykt) = fx) TE (а,б) (2.3-2) 


m 


为 了 确定 未 知 函数 wz) 在 点 z (asr SOWA, ER 3- 2) 中 设 rr zo "5 
zx,， 得 到 线性 代数 方程 组 


gD kp, = f, 01,25) (2.3-3) 
=» 


式 中 б) =, =p klit) hk, 
方程 组 (2, 3 - 3) 的 可 解 性 依赖 于 行列 式 
1— hka 一 ME 一 Ms | 
D,Q) = : i 
| = ААА — Ak, … 1 — АЁ | 
2202 


ИЕ, ЗЕ DOH А ЖЕ 
DO = 1 Y, + + ку Sueli к 


== ° р 


设 Р.Ф у 列 元 素 一 нА 了 PCzr za)， 把 它 也 按 4 的 等 展开 ， 得 到 


Ы Ë, k 
Одат = АА, — RY pl b|... 
= | о Rep 


0,0060, M Cromer 法 则 ， 线 性 方程 组 (2. 3 DHEN g = урур Руа za) f, 


可 以 预料 ， 当 поо, h—0 时 ， 极 限 形式 就 给 出 非 齐 次 积分 方程 (2. 3 - 1) 的 解 。 


由 D,《2) ,Dw(z,s71 和 ) 的 定义 及 它们 的 和 的 乘 寡 之 展开 式 ,可 分 别 求 出 它们 的 极限 DO), 


DCzst;2) 的 表达 式 


р) = 1 十 Di 


Ye, д" 
式 中 


СЕЗА СИЗИ! 


С. = 7 ide de, 


Д ТАС) so sk Em stm | 


Рх) = kirt) 十 x COD ym 


- > S Yg Ce a" 
式 中 В‹х, }=Ё(хы) 
REE) RCE) e Вау) | 
b |R) ЁН) ст кошы 
B.G.) = [| ' т ЖЫГА 


Alimat) kamt) e kltnstm) 

以 下 证 明 D(C) 与 D(x,t;) 是 在 复数 4 的 全 平 耐 上 的 解析 (全 纯 ) 函 数 。 
记 

iklar) (non) + Ёл} 


R(xast) бу) ° klaroa) 


ГЕС) АС) + Сн) 


(2.3-4) 


(2.3-5) 


(2.3-6) 


(2.3-7) 


车 1&(z 当 | 和 4, 则 每 行 元 素 的 平方 和 小 于 mA, 由 Hadmard 定理 (一 个 m 阶 行列 式 的 值 小 于 


它 的 各 行 的 元 素平 方 和 乘积 的 平方 根 - 得 到 


олу ж Ый 
{т jtt 
而 pw 1 [к кі" (в. + оаа, —- + 


(2.3-8) 


„Ак кте 


ті) 


с р" |а, + = 


атъ 


利用 式 (2. 3 -8) 得 到 上 述 级 数 每 一 项 的 - -个 估计 , 由 此 估计 ,得 出 此 级 数 在 复 变数 À 的 全 平面 
上 是 内 闭 绝对 一 致 收 伍 ,因而 ONDE RRR. DAH Fredholm 行列 式 , 或 &(z,t) 
的 行列 式 。 

类 似 地 , 可 以 证 明 , D(zx,t; 和 ) 的 器 级 数 表示 式 , 在 复 灾 数 4 全 平面 上 内 闭 绝对 一 致 收敛 ， 
因而 也 是 -- 个 解析 函数 .DCz,t; 力 称 为 Fredholm 一 级 子 式 . 当 核 &(z,z) 在 有 界 域 上 为 平方 可 
积 函数 时 ，Carleman 证 明了 DWI Drt AA A HRR ROGEN RLD. 


2、 第 二 类 Fredholm 方程 解 的 表达 式 
下 面 先 建立 联系 DCz,t;) 与 DCA) 的 Fredholm 基本 关系 式 ， 然 后 导出 第 二 类 Fredholm 


方程 解 的 表达 式 。 
把 式 (2. 3- 5) 中 积分 号 下 的 行列 式 
хи) RED e 02) 
x|? 2 ы Во) Ёл) се Ау) 
E Жу ЖЕ Н Н } 
kG.) kG) е О) 
按 第 一 行 展开 
И 2 "| kr)K) “| 
VE ж Та l з а 
a ji fo mo ba faa o tm 
У‹ DREK йа ра 
于 是 


` p jt се ta 
Вх) рок | апааа. + 
а Ја ё жс 


Lor [ee x 


СОПОЛ 
2 ^ аа-а, 
Ë. d e р бар Ces бы 


考虑 到 式 (2.3 - 5) 以 及 上 式 右 端 第 二 项 积分 号 下 行列 式 的 第 行 依次 换 到 第 x 一 1 行 、 第 "一 
2 行 、"…、 第 -- 行 时 ， 行 列 式 的 值 变 为 原来 的 (一 1)”' 倍 ， 而 有 


已 CD Ссс) + Y f гы X 
w 


人 
i 


Г йер, Tae 


96 b 
соо — Усов G, Dar, 


‚ 
=Cak сы) 一 "ассо Bn- иди (2.3-9) 
h ‚ 
(这 是 因为 对 于 每 一 个 "| EC stn) Bm. Cta tdt, = f È (Tru) B, (st) da) 


因此 , рох,у) = k(m,t) 十 x= СОВ у 


«т 


yo (z, — 


= #ж + > = 
EREA 
рае р [асов аади 
= kG) + (DQ) ~ hest) ~ | Ати) х 
рт А 
(È б HBa DA ra 


= райы) — À fraw x 


(SSD u Das 
-DDEC = А асери (2.310) 
类 似 地 ， 可 得 到 
DG) = РО) — А SRO DDd @.3-11) 


R(2.3-10), (2.3- 11) 称 为 Fredholm 基本 关系 式 。 这样， 可 以 得 到 如 下 定理 。 
定理 2.3.1 设 f(x) 旺 [a,8) 上 已 知 的 连续 函数 ， 若 核 &Cx,1) 在 a<x，t<<b ESE, H£ 
数 A RE Fredholm 行列 式 DC) 的 零点 ， 则 积分 方程 (2. 3 - 1) 有 惟一 的 连续 解 
фа) = fe) 十 af реша) 
证 明 把 方程 (2.3 -1) 中 的 z, 分 别 用 *，, (КЖ. ЗР, п 


F) = фа) A [имән 13513] 


fdt (2,3-12) 


若 参 数 的 值 使 DWA0, А ООО жд оз. 3 - 1906808, 再 关于 + 从 a 到 积分 ,就 


有 


b ; 
af DCz,t; 2) 


кыт. Dz t д) 
Da odt =A [белуш 


Бау #09 一 
А f (a [regnan Paid y 
-pipl Denoo > Бб]. [peka naroda 
=p Dende de = Бб» х 
[Dena — Dk, pdh 
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=A fecespeddn = à Гасан = фа) = feo) 
因此 ， 若 方程 (2. 3 - 1) 有 解 ， 则 可 以 表示 为 


роо = fay +4 | © а raya: 
把 上 式 代入 方程 (2.3- 1) 两 端 , 可 验证 它 确 为 方程 (2.3- 1) 的 解 , 由 定理 2.1.2 知 , 解 核 是 惟 


#7, EREA 


JE ODREDE RBR 1-103, 可 得 到 下 列 Fred- 


holm 公式 
— Рох: Da 
Re,ti A) = DQ) (2.3-14) 
Каа А а сув А НЧЕ, ШОР рве E AN У. 


纯 函 数 ( 因 为 分 子 、 分 母 均 为 解析 函数 ) ， 由 广义 Liouville E, WWW Кох, ду RS LA RENT EH 
到 复数 的 全 平面 (除了 DOA = 0 的 根 )， 因 此 Fredholm 方程 (2. 3 - 1) 对 所 有 不 是 行列 式 
DD(2) 的 零点 的 4， 存 在 惟 - -的 解 (2.3- 12)。 

由 式 (2.3- 5) 及 (2.3-7)， 显 然 成 立 


Саз = and (2.3-15) 
这 样 , 可 以 利用 递 推 关 系 式 (2.3 - 15) 与 (2. 3 - 9) 来 确定 系数 Bn DH Cn 这 样 可 以 如 
免 在 利用 式 (2.3- 5) 与 (2.3- 7) 时 所 进行 的 繁琐 计算 。 
例 2.3.1 ВА) ле, а=0. 5 二 1， 求 此 积分 方程 的 解 核 及 它 的 解 。 
解 ”为 了 7 求 D(z,t; 和 )， 先 求 B.C.) 


B,(z,t) = k(x t) = хе! 


ilze! дел 
B(xr,t) = | l а; = 0 
їде һе" 
| хе лел зе"! 
1 
B,(z,t) = | | пе ben пе? |а. 一 0 
о de 
пее pes teh 


(由 于 积分 号 下 的 行列 式 为 零 y)， 显 然 所 有 的 B.C 4=0. п=1, 2, s 
为 了 求 DQ)， 下 求 Cw。 


п i 
G= Јакова = [ае =1 


+ yah 

1 [де nes 

а= f) 2 аца. =0 
о Jeltz" бет 


BAR, C.=0, n=2, 3, =, ШҖ(2.3-4), 2.3760, 有 
D(z,t;2) = k(z,t) = ze, DQ) = 1— 4 


Р(х) _ _ ze 
于 是 Кан) = pQ) Tia 
由 式 (2, 3 -11) 可 得 方程 的 解 为 
p Э 


Ka) = fu) Haf -fadt 
特别 是 ， 当 f(x)=e- 时， 方程 的 解 为 
Фау ЕЕ 


ТЕА 
2002.3 4), (2.3- 6) 计算 B.(z,t),C,， 仅 在 个 别 情况 下 切实 可 行 、 遂 常 是 由 С„=1, 
BoCz,) 一 上 (zt)， 按 照 式 (2.3-~ 15) 与 (2. 3 - 9), 依次 求 出 C1, В.с): Cs，Bs(z,t)， 等 等 。 

例 2.3.2 а(х) =r, Sr, 1, RREH. 

Ж ВҒС,=1, Вох) =) х0, 8202.314) 

Cr (КО = i= 00 一 一 + 
由 式 (2.3-7) 
Вб) = Cikrt) 一 [XE da 


=-= [e -wu а =— e = t + gat 2 


1 Ч 2 1 
c= [maaa = f|- s2 t 2а = 
А А a quas 


Вб) = Сб) 一 ослов сади 
giii 
3 
C; = C,= += = 0,B,(z,t) = B,Cz,t) = +... = 0 
由 式 (2.3-6)、(2.3 一 47 
Derti A= kG.) + С DB 


2а оса — r + b + 2 25а =0 


е (а 2а 2)2 
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ШЕ: 
pQ=1+ 5+5 
因此 解 核 
2+ (+020 2) 
Rana 8 


А X 
itot 


最 后 ,利用 式 (2. 3- 15) 导 出 一 个 在 证 明 下 ЧН О, KEDA, DNVA, 
由 式 (2.3-4) 


DA= > 07 cai = + > ei 


= 一 Ci 十 > Cem [а + = Sc 
而 在 式 (2.3- 6) 中 ， 令 ‚= BUTAE БИ. 根据 式 (2.3- 15)， 就 有 
ен =c + 5) CC c. a 
: 24 m! 


к SS a 


因此 成 立 
D = 一 [panpa (2.3-16) 


$ 2.4 Fredholm 定理 


第 二 类 Fredholm 方程 
А 
ж) А Í kladi = fO) @.4-1) 


只 有 人 在 少 数 博 况 可 以 直接 求 出 它 的 精确 解 ， 内 此 通常 要 用 近似 方法 求 出 它 的 数值 解 。 下 面 将 
叙述 .证 明 有 关 Fredholm 积分 方程 可 解 性 ( 解 的 情况 ) 的 一 些 定理 一 一 Fredholm 定理 ,它们 将 
为 解 积 分 方程 提供 有 价值 的 信息 ， 为 利用 近似 方法 求 积分 方程 近似 解 提供 依据 。 


]1， 特 征 值 与 特征 函数 
(1) 定义 “方程 (2.4-1) 的 齐 次 方程 为 
фб) – А EE =0 (2.4 -2) 


对 参数 4 的 任意 值 ， 它 显然 有 平凡 解 g(x) 三 0, {НЩ 1 取 某 些 值 时 ， 它 可 能 有 (不 恒 等 于 零 
的 ) 非 平凡 解 。 

定义 2.4.1 使 齐 次 积分 方程 (2.4- 2) 有 非 平凡 蚀 的 的 值 ， 称 为 方程 (2. 4 - 2) 或 核 
(zt) 的 特征 值 ， 对 应 的 非 平 几 解 ， 称 为 方程 (2. 4 - 2) 或 核 &Cz,t) 的 特征 函数 。 

显然 4=0 不 是 特征 值 ， 因 为 此 时 由 式 (2.4- 2) 可 推出 p=, 

积分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 有 重要 的 实际 意义 。 

D ERRARE ”在 工程 上 ,为 了 避免 不 稳定 的 晤 振 现象 ， 需 要 计算 “临界 速度 ”- 

例如 ,在 8 1.2 中 线 密度 为 p(x) 的 弹性 驼 ， 当 它们 以 角速度 o 绕 某 一 轴 做 匀速 转动 , B. 
必 达 到 某 … 个 定 值 时 ,该 弹性 弦 就 会 在 转轴 附近 引起 相当 大 的 、 不 稳定 的 额 振 , 此 时 弦 的 离心 
力 恰 好 与 弦 由 于 变形 而 产生 的 弹性 恢复 力 相互 平衡 。 角 速度 的 这 一 数值 ， 就 是 此 弹性 防 的 临 
界 速度 。 

设 弦 在 旋转 时 ， 在 坐标 为 x 的 点 处 ， 由 强度 为 p(x) 的 负载 所 产生 的 位 移 >(z)? 由 式 
(1.2- 3) 给 出 


ya) = foa, D Oat 


而 由 旋转 产生 的 负载 ( 即 离心 力 ) 分 布 为 
PE = ур 
因此 ,弹性 恢复 力 与 离心 力 平衡 这 种 情况 , 当 且 仅 当 对 的 某 -个 值 , 有 -个 非 零 的 位 移 y(z》 
满足 (把 上 述 pCé) 的 表达 式 代入 式 (1.2 - 3) 所 得 到 的 ) 积 分 方程 
ya) = [сс DDOE (б<їт< 
HER, 记忆 =4， 就 有 
i 


уб) = À [ODODE CEREAN 


这 样 , 求 此 弹性 弦 的 临界 速度 的 问题 ,就 化 为 寻求 取 何 值 时 ,上 列 积分 方程 有 非 零 解 的 问题 。 
4 的 上 述 值 ， 就 是 此 积分 方程 的 特征 值 。 

为 了 得 到 Fredholm 方程 的 基本 定理 一 一 fredholm 定理 ， 下 面 讨论 有 关 特 征 值 与 特征 函 
数 的 性 质 。 

(3) 特征 值 与 特征 函数 的 性 质 

性 质 1 如 果 PCz) 是 特征 值 4 对 应 的 特征 函数 , с 昆 任意 不 为 震 的 常数 ， 则 cyp(z ) 也 是 此 
特征 值 对 应 的 特征 淄 数 。 


常数 < 可 以 这 样 选取 ， 使 得 cp(z) 的 范 数 等 于 1 M (o| =y | < саа = 1。 称 范 
数 为 1 的 特征 函数 为 标准 化 的 。 以 后 通常 设 所 有 特征 函数 都 按 上 述 方式 确定 ， 即 都 是 标准 化 
的 。 

性 质 2 “如果 员 (z)、 名 (z) 是 对 应 于 同一 特征 值 4 的 特征 函数 , 则 对 任意 不 同时 为 罕 的 党 
Mae WË ag) | cs%(z) 也 是 此 特征 值 对 应 的 特征 函数 。 

性 质 3 如 果 核 ECz ,5 及 符 征 值 都 是 实数 ， 则 对 应 的 特征 函数 可 以 设 为 实 函数 。 

设 9(z) 二 (x) 十 沙 ,(x) 是 4 对 应 的 特征 函数 ,把 它 代入 式 (2.4， 2) 分 出 实 部 虚 部 就 得 到 


PO 1 yep = А асоро, BRI Сод, WD) 是 和 对 应 的 特 
12%. 

特征 值 与 特征 函数 对 讨论 积分 方程 解 的 情况 ， 有 很 重要 的 作用 。 以 下 先 绘 册 有 关 积 分 方 
程 可 解 性 的 几 个 定理 ， 最 后 概括 为 Fredholm 方程 解 的 基本 定理 一 Fredholm 定理 。 

定理 2.4.1 当 方 程 (2,4-1) 中 的 4 不 等 于 对 应 齐 次 方程 (2.4 -2) 的 特征 值 时 ,如 凡 方 程 
《2.4 一 1) 有 解 ， 则 解 惟 一 。 

证 明 设 沙 (z)、 和 %(x) 是 方程 (2.4 DIRAE, MRE 


pE = А [Ас ODd = fco) 
° 
ж) а [тюй = fC) 


; 
于 是 дс а) = A асад о = (024 =o 


因而 g(x) СЕКОЕ 4 - D. H FANENE 4- 2) 的 特征 值 ， 所 以 pr) 
=p p=, M popa), 证 毕 。 

下 面 的 定理 2. 4. 2 及 定理 2. 4. 3 将 指出 DOREA АА RE ka DRE: 而 
кек ЕРШЕ DCW) 的 零点 。 因 此 积分 方程 (2.4 - 2) 的 特征 值 与 它 的 Fredholm 行列 式 
了 (的 零点 密切 相关 。 为 了 研究 它们 之 间 的 关系 ， 先 讨论 DWS DO, OF Т 218100 
关系 。 

a=, E DC) 的 零点 ， 对 于 任何 (x,t)， 它 可 能 也 是 Бох нд. 

a Dti DERA АА ИВ Г, RF DOWER H A= A HN ko 

证 明 由 于 ) EDONA TE 
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DA) = Q — АРА) (0,00) 9 0) (2.4-3) 
т À e D' (QB 2—1 阶 零 点 ， 且 同时 也 是 DdD NEA, H 
Р(х) = (А АРСА) (2.4-4) 
AP оге АЕН АА BJ ESE OK ВОНО, 对 x, 的 某 些 值 ,4 一 A 的 零 次 项 的 系 
数 不 为 零 。 
由 式 (2.3~16) 太 (2.4-4) 


р = а драла 


КАКА А А1, HAWAA 的 因子 ， 而 Do(t,t; 和 积分 后 还 可 能 出 现 А-А, 
ВОЛЕО АВО. БТ k— 124, ВТЕ k>. ИП Dst DEEA А ВЧК h 
于 оро А ВИ E, 
定理 2.4.2 若 加 是 方程 (2.4- Di Fredholm 行列 式 DC) 的 零点 ， 则 它 是 齐 次 方程 
(2.4 - 2) 的 特征 值 。 
证 明 在 = 为 的 邻 域内 ， 分 别 将 DAOR Dati DBA А-А ЖА. 
DQ) = C,Q — А) + Cn A 二 (2.4-5) 


D(mz,t 2) = Biast) A А) + B. Gr 0) GQ — А) + +. (2.4-6) . 


式 中 G#0, Bir DREFF. 
把 式 (2.4-5) 及 (2.4-6) 代 入 式 (2.3-11) 
B,(z,t)(z = To)! + Выб) == za)! + sss 
=C,kCr,r)Q А) + Crk lest) (A А) + 


à [ва 一 А) + Виш) X 


(А— А) + + J)k(r,u)du 
Н ЗНО А 的 系数 ， 注 意 到 由 引 理 知 >, B a=, E 
BG) = X| Ви hr (2.4-7) 

由 于 B.(z, З РА, 因此 总 可 以 选取 上 一 b, 使 B(x,to) 是 zx 的 函数 且 不 恒 等 于 零 , 由 式 
G2.4 -DEAN do È KE) = A [RC DG ЙН. TE В, (а „ЙЕ ke DRET 
征 值 А РЕНК. 

Шыу, о dy ДУ л, Вр 

定理 2.4.3 若 ) 是 齐 次 方程 (2.4- 2) 的 特征 值 ， 是 À 必 是 D AW A. 

证 明 ”用 反 证 法 ,车 a 不 是 DC2) 的 零点 , 则 由 定理 2.3.1, 对 于 任何 连续 函数 /(z), 方 
程 (2. 4 - 1) 有 惟一 解 ， 特 别 是 ， 齐 次 方程 (2.4 - 2) 只 有 零 解 ， 因 此 不 是 方程 (2. 4 - 2) 的 特 
征 值 ， 由 此 引出 矛盾 ， 定 理 得 证 。 

这 样 , 由 定理 2.4. 2 及 定理 2. 4. 3, 就 可 得 到 。 D(1) 的 所 有 零点 都 是 齐 次 方程 (2.4 -2) 的 
特征 值 ， 反 过 来 ， 齐 次 方程 (2. 4 - 2) 的 特征 值 都 是 D(X) 的 零点 。 

在 复 变 量 和 平面 的 任何 有 限 区 域内 ， 解 析 函 数 D(A) 只 有 有 限 个 零点 ， 因 此 成 立 ， 

定理 2.4.4 在 入 复 平面 的 任何 有 限 区 域内 , 齐 次 积分 方程 (2.4 -2) 只 有 有 限 个 特征 值 。 

IRA 


2. Fredholm 定理 


由 以 上 讨论 ， 就 可 以 得 到 Fredholm 方程 理论 的 基础 一 一 Fredholm 定理 。 
先 引 入 共 扬 积分 方程 的 概念 。 
定义 2.4.2 形 如 


pa) = A| Eis ry Dd + gG) (2.4-8) 


的 积分 方程 , 称 为 积分 方程 (2. 4 - 1038883538. k AR kD WREE, 即 把 原来 的 
核 &Cz,t) 中 的 自 变量 互 换 ， 再 取 复 共 罗 所 得 到 的 核 。 如 果 Сог ЖОЕ, АСОВЕ 
就 是 k(t,z)。 式 (2.4 -8) 的 齐 次 方程 为 


# — a 
yi) = af EG Tp de (2.4-9) 


h FRID ER Fredholm 行列 式 表 达 式 的 系数 C,, 与 原 方程 相应 系数 的 其 孝 值 相同 , 因 
而 齐 次 方程 (2. 4 - 2)Fredholm 行列 式 的 值 ， 与 共 堪 齐 次 方程 (2.4 -9)Fredholm 行列 式 的 值 
TARY ОТ A РО - 2) 的 特征 信 ， 则 2 是 方程 (2.4 -9) 的 特征 值 ， 故 成 立 

定理 2. 4. 5 齐 次 积分 方程 (2,4 - 2) 与 共 郝 齐 次 方程 (2.4 9) 或 者 同时 只 有 零 解 ， 或 者 
同时 有 不 为 零 的 解 。 

定理 2.4.6 齐 次 方程 (2.4- 2) 对 应 于 同 - -特征 值 ¿, 的 (线性 无关 的 ?特征 函数 的 个 数 
( 称 为 特征 函数 的 秩 )” 是 有 限 的 。 

证 明 设 


AORA AER] Q- 4-10) 
是 对 应 于 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 函数 , 即 齐 次 方程 (2. 4 -2) 的 非 零 解 , 由 上 a= 0 不 是 特 
征 什 ， 函 数 系 (2.4 -10) 满 足 等 式 
А50 
А 
由 于 特征 函数 的 ( 常 系数 的 ) 线 性 组 合 仍 是 特征 函数 ， 于 是 可 以 对 函数 系 (2.4 - 10) 正 交 标 准 
化 ,即使 得 


= Nera G = 1.2," m) (2.4-11) 


А 
| ac ndr = 073 


Гесо а =1 (4-12) 
因此 ， 可 以 设 式 (2.4 - 10) 是 一 个 正 交 标 准 化 的 函数 系 。 对 式 (2.4 ТООС ЗЕЕ, 198] 
aD Ето Re 
KAFOA TAER kir AEN 的 函数 ) 关 于 由 有 限 个 函数 组 成 的 标准 正 交 系 中 4f)， 
05, =, 名 (展开 的 Fourier 系数 ， 由 Bessel 不 等 式 


< f ПЕД 


2 b 
<f ikCr,t) 1582 
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由 衣 数 系 的 正 交 性 ， 上 列 不 等 式 两 端 关 于 积分 ， 就 有 
Тат | fi leceo arde < о 


BI me alf со ааа 


这 样 就 得 到 : 特征 值 % ЕЕЕ ВЕУ В Н RA. BIREN А, 的 秩 是 有 限 的 。 

还 可 以 证 时 ， 齐 次 方程 (2.4~2) 的 特征 值 4 的 秩 与 方程 (2.4 - 9) 的 特征 值 4 的 秩 是 相同 
的 ， 即 成 立 

定理 2.4.7 齐 次 方程 (2,4 -2) 对 应 于 特征 值 的 特征 函数 的 个 数 ， 与 共 施 齐 次 方程 
(2.4 -9) 特 征 值 Ao 的 特征 函数 的 个 数 相 问 。 

证 明 用 反 证 法 。 设 对 应 于 特征 值 b: 方 程 (2.4-27 有 产 个 正 交 的 特征 函数 邑 Cr), 铬 (z)， 


++, pa); 方程 (2.4 -9) 有 个 正 交 的 特征 函数 下 (x)， pD +, ф„(а), 8 тп, 考虑 
以 下 两 个 互 为 共 办 的 积分 方程 

ра А aD- Dy BO odt (2.4-13) 

фо? = М EED = > 9,079 02) Jp 4! GQ. 4- 14) 


= 


先 证 方程 (2.4-13) 只 有 零 解 .为 此 在 它 的 两 端 乘 以 网 Cr) 人 一 1,2,,m) 并 关于 了 积分 , HE 
换 积 分 顺序 


ыр _ ү 
[жо сюйе = |] вао фу dda jede - 
к bp `, 
у ДОЛ ҮЛ 
24), { 


由 下 Ka) =a f Жой 
FEF pla, 8,020, 5 р, СОЕ ШЕ, ЖН 
[жо para j. TI dx — af рб) 
由 于 为 天 0， 因 此 
[ Rp dr =0 (#=1,2,ззэт) @.4-15) 


因此 方程 (2.4- 13) 与 方程 wz) 一 和 [ze ea): 等 价 ， 从 而 (2.4 - 13) 的 每 个 解 是 一 个 特 
征 函 数 ， 所 以 它 可 表示 为 
Kr) = Soga 
上 式 两 边 乘 以 函数 (zx), 并 关于 zx 从 a 到 6 积分 ， 利用 (zx), фа), 56, 9%,(z) 的 标准 正 交 
性 ,就 有 
Гео pade = Sofe Cr ddr = Са 


= 


由 式 (2.4- 15)，Ci 一 0， 因 而 方程 (2.4 - 13) 只 有 零 解 。 
су. ж 


但 在 另 一 方面 ,方程 (2.4 ~14) 有 非 零 解 ,这 是 由 于 , 当 (zx) (4 二 m++1,…,n) 是 方程 (2. 4 

~9) 的 特征 慎 А 对 应 的 特征 函数 时 ， 就 有 
pao = |! Жл, 

再 利用 内 (z)，…， 甸 Cr)，…， 内 (7r) 的 止 交 性 ， 可 知 2 Сх) (k= m+ 1, 702.4 
14) 的 非 等 解 。 

但 是 ,方程 (2.4~13) 与 (2. 4-14) 是 互 为 共 儿 的 方程 . 由 定理 2.4. 5 Hi, 它们 同时 只 有 等 
解 ， 或 同时 有 非 零 解 ， 这 就 导致 了 矛盾 、 

同样 ， 如 果 设 тол WEE, 0 т=п, EMME. 

当 4 是 特征 值 时 ， 关 于 非 齐 次 积分 方程 (2, 4 ТН ВЕ, ЭГ. 

定理 2.4.8 车 2 是 核 &(z,t) 的 特征 值 ， 则 非 齐 次 积分 方程 (2.4 -1) 可 解 的 充分 必要 条 
件 是 ， 自 由 项 f(z) 满足 条 件 

реса =0 09.45-16) 


ÈH (х) 1,2,6 03585 (2. 4 9) 的 特征 晒 数 线性 无 关 的 完全 组 。 若 条 件 
(2.4- 16) 成 立 ， 则 方程 (2.4- 1) 有 无 限 个 解 ， 它 的 所 有 解 为 


т 


фб) = УС) | Hz) 62.417) 


=] 


RP C, 为 任意 常数 ，p(x) 为 方程 (2. 1- DREIE 
证 明 必要 性 设 wz) 是 方程 (2.4- 1) 的 解 ， 则 成 立 恒等式 
ga) А [шун = f(z) 
ЯЕ ЗЕК О. 4 - 9) 的 特征 函数 的 共犯 。 关于 工 从 “到 总 积分 ， 得 到 


jJ: G) Pdr = [e тезга 
А (fke nend стат 
右 端 第 二 项 积分 交换 积分 顺序 ， 得 到 
[eo 7а - [say pdr — 
À f (freo Pda Jgd 
但 à Гесса = 90) 
所 以 [лсо баг = ІК ўда — [жо 9079 = 0 
充分 性 ”考虑 非 齐 次 积分 方程 
er) =a (ва = DEO POJO + feo) (2.4- 18) 


由 定理 2.4.7 的 证 明 可 知 , 方 程 (2.4 -18) 对 应 的 齐 次 方程 (2. 4 - 13) 只 有 零 解 , 因而 没有 特征 
值 。 再 由 定理 2. 3. 1， 非 齐 次 方程 (2.4 ` 18) 对 任意 的 自由 项 SOTE, 
接 以 前 同 立 的 步骤, 在 方程 (2, 4 -18) 两 端 乘 以 函数 加 Cz) ,并 关于 < 从 4 P| p Py, 注意 
Е Е 


# 6. (z), р, Са), =. фс) ЛЕЗО, 1% 
ко #0042 =н Prdz + J. Z Ge()d= — 


W 25 
af pipade 
b 一 一 一 一 
从 而 À | apdet = Í fer) pdr 
由 于 成 立 
~ — 
[ze 00046 кб: Ue ypas on) 


EZ 
所 以 | Rd = 0 (= ,2,--,m) 


此 时 方程 (2. 4~ 18) 正 是 原 方程 (2.4- 1)， 于 是 它 对 任意 自由 项 f(x) 可 解 。 
HRA- 16) 满 足 时 ， 非 齐 次 方程 (2,4- 1) 的 所 有 解 表示 为 它 的 任 一 特 解 98(z) 与 对 
应 齐 次 方程 (2.4- 2) 的 通 解 之 和 
Kar) = Уса) + px) 


RP CGS e тә. 
因而 方程 (2. 4 1) 有 无 限 个 解 。 
综 上 所 述 ， 关 于 第 二 类 Fredholm 积分 方程 (2.4- 1) 


gr) — À [коон = f(z) 
以 下 结论 成 立 ; Š 
Fredholm 第 一 定理 WE 4 不 是 核 &(x,t) 的 特征 值 ， 即 对 应 的 齐 次 方程 
ж) 一 а [tarp =o 


只 有 和 零 解 ， 则 对 于 任意 (连续 的 ) 自 由 项 f(z)， 非 齐 次 方程 (2. 4 - 1) 的 解 存在 且 惟一 。 
Fredholm 第 二 定理 ” 当 参 数 取 给 定 值 时 ， 齐 次 方程 


Ф) 一 А [жоной =° 
ЭБИ FK YB (2.4 - 9) 
pz) ~ Af EE DOL — o 


《在 实数 时 为 VCz) — À 707 = 0) 要 么 都 只 有 平凡 解 , 要么 具有 有 限 个 (m 个) 个 数 
相同 的 线性 无 关 解 ; AO). PE), ++. CO (а), ф,(т)› +", фб) 
Fredhoim 第 三 定理 ”如果 4 是 核 x(z,t) 的 特征 值 ， 则 非 齐 次 积分 方程 
Фіх) — à feted = fo) 
可 解 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 自由 项 fx) 与 共 绒 齐 次 方程 (2. 4 一 9) 线 性 无 关 解 的 完全 组 pl), 
网 Cz) Pn DER 


Гло бое =0 (#=1,2,+е,т) 
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(在 襟 数 时 为 | fay Сова = 0) ， 此 邑 定理 2. 4. 8。 


以 上 三 个 定理 对 讨论 第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 可 解 性 非常 重要 . 例如 由 Fredholm 第 
一 定理 、 第 二 定理 ， 就 可 以 通过 证 明 对 应 的 齐 次 方程 或 共 办 齐 次 方程 只 有 平 几 解 ， 得 出 非 齐 
次 方程 (2.4- 1) 存 在 惟 -- 解 的 结论 ， 这 比 直接 讨论 方程 (2.4 1) 要 简要 得 多 。 

Carleman 在 1921 年 指出 , 如 果 kD, р(х), f(z) 是 平方 可 积 函 数 、 上 述 Fredholm 定 
BHR 

此 外 , Fredholm 还 把 上 述 定理 加 以 推广 , 指出 : 对 于 Fredholm 积分 方程 组 及 一 类 弱 奇 性 
核 的 积分 方程 ， 这 些 定理 保持 有 效 。 

例 2.4.1 讨论 积分 方程 


[нов Ара) + f(x) (2.4 -19) 
的 可 解 性 。 
Ж шов 
Фа) = [шой -ifa (2.4-20) 
考虑 它 的 共 孝 齐 次 方程 
фб) = тош = арори (2.4-21) 
5 [шош =‹ (2.4-22) 


则 gLz)= 二 cz， 把 它 代入 式 (2.4-22) 中 ,就 有 
f: Тег 一 < 
即 45-1=0 
因此 方程 (2.4- ОИЕ, EBUS sz; 而 式 (2.4 РОО ERMEE 


是 3， 特 征 函数 亦 为 37。 
O gles, Mariaj, FRO 4- 20) 存 在 惟一 解 ， 


(2) 当 十 =3， 即 4 一 方 时 ,方程 (2.4 -20) 在 f(z) 满足 [созде = O BETR, 解 为 


ва) ва З/Ж | fay . 3zdz Z 0, MFE 4 ~ 20) 无 解 。 
当 4=0 时 , 方程 (2, 4- 19) 成 为 
зог = f(x) (2. 4-23) 


M faman, RP a REM | food. 
Q) 当 f(x) 是 形 如 az 的 线性 函数 时 ， 方 程 (2.4 - 23) 的 解 存 在 ， 但 不 惟一 ; 
(2) 4 f(x) 不 是 形 如 az 的 线性 函数 时 ， 方 程 (2, 4 - 23) 无 解 。 


例 2.4.2 求 下 列 方程 的 特征 值 与 特征 函数 : 
ам 


gG — 1 [созбе cos2t + cos37 сов 3ф(Эф = 0 (2.4-24) 
解 ” 由 式 (2.4 一 24) 


gaz) = AM[cosz| cos2 pdt + cos3z cos" gade) 


к = 
记 с = [созш Ф), с, = | cos’t gt)dt (2. 4-25) 
o 


则 PL) = Асусоз®х 十 Асусоз3л (2.4-26) 


把 式 (2.4…26) 代 入 式 (2.4 - 25) 中 ， 得 到 
al pa 'costzcos 228 — сд [= 3tcos tdt = 0 
) Й 


= À Josa: + al 1:2 Гоно 3ta | =0 
° 9 


к} 
(1-44 )- А0 = 0 


-oàr telia [= 0 


央 此 特征 值 a=. д5, 
шр, 0+ а=, 本 一 0， 所 以 ce 一 0，c 为 任意 ， 因 此 gz) 一 ca + costz, АА 
一 1， 求 出 特征 函数 印 (z) 一 costz。 问 样 ， 当 加 一 和 时 ， 可 求 出 10, с 为 任意 ， 因 此 eQ) 


二 czhcos 3z， 取 cai 一 1， 求 出 特征 函数 g Ск) соз 3r, 
例 2.4.3 求 下 述 方程 的 解 


pæ) — à [costa + Dedi = cos3z (2.4- 27) 
解 方程 (2.4- 27) 的 核 cos(z 十 上 一 cos zcos t 一 sin zsin :， 所 以 是 退化 核 。 
ф(х) = оз [сов t Ft) dt 一 Asin ШЕШ t pdt + соѕ3х 
" 


设 е Ге» бй, с = [эш ШОП (2.4- 28) 
б А 
则 pal iios т — судзіп 2 + сов S (2.429) 
把 式 (2.4 - 29) 代 入 式 (2, 4- 28)， 经 简单 计算 可 得 
к} (з us ye ; 
alima =o, eli +až]=o (24-30) 


мда ®, a=0, a=0, 方程 (2.4 - 27) 有 众 一 解 
gr) = cos 37 
当 1 一 二 时 ， 方 程 组 (2.4- 30) 成 为 
c 0=0 c 2 一 0 
于 是 ci 为 任意 常数 ,c=0， 因 此 
Вт 


Фа) = с, Zcos a + cos Зх = С cos z + cos 3r 
RP Ceos z 为 方程 (2.4 -27) 的 齐 次 方程 的 通 解 ; cos 3x 为 方程 (2. 4 -27) 的 -… 个 解 。 当 4 一 
一 宇 时 ， 方 程 组 (2.4- 30) 成 为 


2 =0, 0+c = 0 
于 是 c 为 任意 常数 ，c: 一 0， 因 此 


øz) 一 一 cl 一 £ ]sin < + cos 3z 一 sin z + cos 3л 
以 下 讨论 方程 〈2.4- 27) 解 的 个 数 ， 由 于 方程 (2.4- 2780365638 r Es 


Фб) — А Гое + фа = 0 
ЖЕНШ 0 (а) 一 cacos z 一 czhsin z, 它 的 线性 无 关 的 解 组 为 cos т, sin z, 当 ) 一 士 去 时 ,由 
于 es de dz A | сое szsin zdz = 0 蛋清 足 ， 因 此 方程 (2.4- DEEN. 
з. B 355 K 2 38. 


对 于 形 如 


h(x,t) 
ir — rl’ 


ОРЫШ. ОЗ их, SBS, NOTE, UAR 
K, G, = [Kp oK, Da: 


Кх) = (0<о< 1) 


Ку(х,г) = (6,1) 
1_ 


则 只 要 р+4>тү =, Ka DRENE RAT , 这样 弱 奇 性 就 被 消除 , 因此 ,， 弱 奇 性 核 的 
积分 方程 具有 Fredholm 方程 的 所 有 性 质 和 结论 。 
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1， 用 逐次 遥 近 法 解 下 列 积分 方程 
(Dez) =1+А he + pde 


(фу) 一 工 一 人 [езда 
i 
' 
(8) wz) = 1 + afia зарой 


Ч) філ) = ах +А fi cosce ЕУ ОГЫ 


2. RFA ВСга.) ERE. 
(D) BA klart, а=—1, b=1 


(2) ВА) зіл), а=0, b= T, Ж, ha, 
(3) BARIH, а=—1, b=1 
(4) E Sl Ат) ете, а=0, b=1 

z+ OSIK) 


(5) вака | Жб) 
amt (к< 1) 


3、 求 下 列 退 化 核 方程 的 解 。 

GD wz) 一 afi sinza = >=" 
(2) g(x) 一 f РФ = tane 
(3) а) 4 feos(glno pet = 1 


з 
(4) фт) — A Í sin z cos gde = sin z 
' 


1 


a 
(5) ф(х) 一 | arccos z * p)dt = 


(6) Hz) — А К t|sin z Od = z 

Q) wz) — À көш cos £ — sin 2zcos 2: + sin 3xcos 3/)4(0)01 = cos т 
4、 求 下 列 齐 次 退化 核 积 分 方程 的 特征 值 与 特征 函数 , 

Dga) — À Гаара =0 

(2) бх) — À sin zcos tp dr = 0 

(8) 2) 一 人 "соза + енй = 0 

CD во — А fsin zn ga) = 0 

(фаз А Ser + оков = 0 


(6) pa) — А ( абата 一 grlnz) pt)dt = 0 
i 


(уху А [Gat орой = 0 
5， 求 下 列 方程 的 Fredholm 行列 式 及 Fredholm 一 级 子 式 。 
22346722: 


бз ETET) [К 
Š 


(2) g(x) =х+А [о + фоб 


6. 验证， 如 果 

kat) = Ла) B [AORO =A 
则 DQ) =1 一 14, DU уй) = f OSAD 
并 求 对 应 的 积分 方程 

ваба а [ьс = fe) 

解 的 表达 式 。 

т. ЌЕ. 如 果 核 

k(r.) = Улоо 

РОЖА л REAR. ч 


8， 利 用 Fredholm 行列 式 求 下 列 核 的 解 核 。 
M kz) дае, 0Sz, KI 

(2) k(m,t)=sin zcos г. Sr, 1&8 2r 
(3) В) =, Оа, <1 
9、 用 递 推 关系 式 求 下 列 核 的 解 核 。 
O) kD 320, 0а, K1 
(2) Kae, Lr, es1 

(3) Абла) ае, —1<х, а 
(4) Ато) esin(rtt), Or, r<2x 
O Абс) = drt— zt, Ke LK 
10， 利 用 迭 核 求 下 列 核 的 解 核 。 

(1) Або) ае, a=0, b=1 

(2) Жб.) =r t, а=—1, b=1 


(3) &Cr-r)==sin xcos £, a=—1, ё= 5 
(4) kd (1+z)(1—t), asl, b=0 
(8) k(r.r)=e*', am 0, b=1 


(6) k(z,t)= zt, а= 1, b=1 


(Т) kG)=1+(2z— D (21), а=, b=1 

(8) А020) = їп zcos fcos 2zsin 2t, a=0, b=2n 
z 

(9) &Gza)= д, a==0, b=1 


4。 利用 解 核 解 下 列 积分 方程 。 
G) а) — fsin acos tg) = cos 9= 


А 

GQ) еа) — А раз dt = z 
+ 

(D (2) À | sin(z + padt = 1 


; 
(ож 十 [ea =. 


(5) ба) ~ аја —зизфой = 1 
12， 设 核 (7,2) 的 解 核 为 RCr,z;X)， 求 证 方程 


а 
Фа) 一 a| Косар < гоу 


ЕВЫ КоА), 
13. 设 
фт) = Рт) уф G) = fu + à [kere a) 
А 
车 Kr) — À | k(x) Ae = бл) 
则 фа) 一 „(т )ф н} = PLT) 


14， 按 4 所 取 的 不 同 值 ， 讨 论 下 列 积分 方程 的 可 解 性 。 


Wg) aj | 
v 


一 Kg(t)dr = x 


(2) (т) — А сокай =1 


ро АЈ (G оов = 


(CD rz) А [зера = + 
= 

Oga) -全 圭一 cos xeos £ + -È — sin 2xsin 2e) gode = sin z 
А | 

«ёз фт) А [sinta трое = fx) 

15. 5553982, а, PREMIER, TAIRI A EaR 


DaD af agod = ar + Asin z 


pa) -A f’ zrode = az? + Bz + Y 
16. ЖЛЕ I 
фа) 一 人 Í. 
的 解 ， 并 讨论 解 与 参数 4 之 信 的 关系 。 
17， 问 参数 a 存 什么 范围 时 ， 方 程 


28005 2 — кїп r)p(t)dr = cos x 


gr) -à fr pdt = (а) 
对 任何 实数 4 及 CO,1). 上 任何 连续 函数 Гон? 
18， 讨 论 方程 
ga) 一 арал — ой = 1 一 2r 
的 可 解 性 ， 若 有 解 ， 求 出 解 来 ， 
19. Ш тб) 5 ябтуг). Н. ЖЕЗ}, Ç (ПИЕ Ж R Cr. a) Ralat), ШАС) =mi) 
+n It ER 
R(z,n A) = Ri(z,t À) + R.(z,t 2) 
20. 设 wz) 满 足 积分 方程 
жш) = А [Жэй + Fu) 
式 中 (zx) 为 实 连续 核 ， 但 不 一 定 对 称 ， 试 证 %z) 满 足下 列 对 称 核 方程 
一 48 一 


式 中 


жт) = À [едеш + fw 
| е 
ш) = re) = kaspanqa 


А 
Ьб) = а) + Riz) — À [ kurk би ди 
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第 三 章 ”对 称 核 方程 


本 章 主 要 讨论 解 第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 男 一 种 方法 - Hilbert-Schmidt 方法 ， 它 
的 基本 思想 是 把 实际 中 常见 的 对 称 核 方程 的 解 ， 表 示 为 对 总 齐 次 方程 特征 函数 的 级 数 。 
Schmidt 在 Fredholm 研究 的 基础 上 ， 建 立 了 对 称 核 方程 的 基本 理论 。 

本 章 首 先 给 出 对 称 核 方程 特征 值 与 特征 函数 的 基本 性 质 ， 并 介绍 把 这 种 方程 的 特征 值 问 
题 化 为 常 微分 方程 特征 值 问题 的 方法 ; 讨论 Hilbert-Schmidt 展开 定理 , 利用 它 导 出 对 称 核 方 
程 解 的 Hilbert-Schmidt 公式 ; 证 明 数学 物理 中 重要 的 Steklov 展开 定理 ; 讨论 对 称 核 的 第 一 
特征 值 及 奖 一 特征 值 。 此外、 还 讨论 了 如 何 利 用 Green 函数 把 常 微分 方程 的 边 值 问 题 化 为 对 
应 的 积分 方程 。 


83.1 对 称 核 方 程 及 它 的 性 质 


如 果 第 二 类 Fredholm 方程 
жэ Авай = /б) (81-0) 


BI k УТВОРЕНА, ДЇЎ ЕС) A Hermite fk , # Hermite 核 是 实 函 数 ， 
WA kD =k), ANRA. 
对 称 核 方程 是 数学 物理 中 常见 的 - 种 积分 方程 。 这 是 因为 在 实际 问题 中 ， 积 分 方程 经 常 
是 从 常 微分 方程 某 个 自 共 纯 齐 次 边 值 问题 引出 来 的 ， 积 分 方程 的 核 是 常 微分 方程 边 什 问题 的 
Green 函数 ,而 Green 函数 关于 其 中 的 两 个 自 变量 是 对 称 的 ,因此 所 引出 的 积分 方程 是 对 称 核 
方程 。 
H 82.1 可知, 车 (x,t) 是 对 称 核 , 则 它 的 任何 渤 核 是 对 称 的 ,因而 它 的 解 核 也 是 对 称 的 。 
为 了 叙述 简便 ， 以 下 讨论 限于 核 Сс) ања, (сё 连续 的 实 函数 的 情况 。 
对 称 核 方 程 (3. 1 - 1) 的 特征 什 与 特征 函数， 有 以 下 重要 的 性 质 
定理 3.1.1 若 对 称 核 方程 (3. 1 ~ 1) 的 核 连 续 且 不 昼 竺 于 零 , 则 它 至 少 具有 一 个 特征 值 。 
证 明 如 能 证 明 解 核 级 数 
R(z,t 2) = RT) + k,(z,t)2 + klat) + +. {S} t2) 
KEA 的 所 有 值 一 致 收敛 ， 就 可 以 得 出 对 称 核 aD EDA- -个 特征 值 的 结论 。 
用 上 反 证 法 , 即 设 对 十 任何 4, 级 数 (3.1 - 2) 在 au, ор ЦСК, ПАТ А КОЛОНН, 级 
数 
k,(z,2)ÀA AEE + e (3.1-3) 
在 а<х<5 -IA 
级 数 (3.1- 3) 的 每 项 都 是 连续 函数 ， 可 以 逐 项 积分 、 称 


А, = J ka (r dr 1-4 


== s= 


ЖЩ ka D п RE, RP kled H ka DA п ЖЕ}. FE RR 
Aà + AR 十 … (3.1-5) 
ТАВРЕ. 由 十 式 (3.1- 5) 是 ) 的 震级 数 , MAE- EARE, IN it EH RN 
成 的 级 数 
Ard + AA + A + (3.1-6) 
对 % 的 所 有 值 收敛 。 
由 于 &(Cz,t) 为 对 称 核 ， 利 用 由 式 (2.1- 14) 所 得 出 的 


вана) = [слова du 


可 得 到 
ы 
Амы | [Жн Cr ayuda (341-7) 
特别 ， 成 立 
Аһ = | ficer Pdude (3.1-8) 
# р. q 为 任意 实 参 数 ， 显 然 成 立 
|у [Оокаты + gh (zu) 'dudz > 0 (3.1-9) 


式 (3.1-9) 中 的 被 积 函 数 蝴 开 后 再 积分 ， 得 到 
HAm: + 2раАь + Аъ: 2 0 
EREM р. q 的 正定 二 次 型 ， 因 此 
Amiz * Аы — AL 220 (3.1-10) 
由 点 (zt 的 对 称 性 及 式 (3.1 -8)， 可 知 k DARRE An Ant AER, 因此 由 式 (3. 1 
10) 可 得 


Авы Аъ 
Se > 
Аһ 2 Ам: 


(3.1-11) 


Р А Я А, 
FEARG. 1- OMM жену, 由 式 (3.1- DEMES, Фа ЈА 5 
可 知 级 数 (3. 1 - ORB, РЕЗА. TWEE. 
推论 ”在 定理 3.1.1 的 假设 下 , IPEE a Ry lAs - J% ‚ Җир A, ЖЖ Сс) 


„ЖЖ. 
对 于 非 对 称 核 ， 定 理 3. 1. 1 不 成 立 。 


例 3.1.1 WESE фо) A) Ga — ери) = о 没有 特征 值 。 
证 明 方程 可 化 为 
Ka) = AGr Df reede 


Ф 


¿= Гакоа (3.1120 


于 是 ф(х) = А(Зх — 2)c (3-1-13) 
5102 


把 式 (3.1 -13) 代 入 式 (3.1 -12)， 得 到 
eli — A – 204) = о 
h S Ge- 20а = 0， 所 以 c=0。 因 此 ка) =0, НОВОГ ЯНЕ, 
定理 3, 1. 2 УЛЕШ А, А FR X92069 ERE Ca ОЕ Ж. BD 
Гасовааз =o 


证 明 由 假设 
b 
郧 (z) 一 af все) de 
j 1 А 
所 以 ru [додой (3.1- 14) 
Ç 
类 似 地 Frw = [keg ode (3.1-15) 


式 (3.1 .14) 乘 以 多 (rz)， 式 (3.1-15) 乘 以 中 〈z)， 关 于 工 从 a 到 4 积分 ， 再 相 减 
| EAEE = Г Гесовсоа)в сах = 
ч 
所 
[0 ПОВЕО 
第 二 项 积分 中 变量 +，t AM, ШАС, х) АС), РД 
Е 一 [асмаг =0 


[жооң ош) соат = Късо аг) саз 一 
Я 


11 
Ryo o 因此 


[а (rglr)dr = 0 
定理 3. 1.3 ”对称 核 的 所 有 特征 值 都 是 实数 。 


证 明 设 2=a+i8(B8 关 0) 是 对 称 核 k(zx,t) 的 复 特征 值 ,而 gx) 二 (7z) 十 iy,(7z) 是 4 对 应 
HEARERS. TE 


И b 
Фа + 0,00) = (a + ipf CERCA G) + 18,0920. 


由 此 得 到 | N 
G) = = [аслоф ое 一 有 Í ПЕХОТА 
ч š 
вэ = a Гас) gde + В [жеу ош 
b 
因而 G) = iG) = (z В | REDO 028: 


这 样 ，j= a—i8 与 风 z) 二 g(r) 一 iy,(x) 也 分 别 是 (zx,1) 的 特征 值 与 特征 函数 。 由 于 A0, 
ДУА, ШЕ 3.1. 2， 不 同 特征 值 \、 世 对 应 的 特征 函数 a), PORER, E 
[еа Pdz = Ѓоко + Badr = 0 


由 狼人 z)、 风 人 z) 的 连续 性 ， 得 出 办 (z) 三 加 (z) 三 0 因此 q(x) 寺 0， 但 这 是 不 可 能 的 。 


再 由 $ 2. 4 的 性 质 3 可 知 , 对 称 核 的 特征 值 与 特征 函数 都 是 实 的 。 而 非 对 称 核 的 特征 值 可 
能 是 复数 。 


例 3.1.2 试 证 积分 方程 wz) 一 afii Маг V t z) gG)d: = 0 没有 实 的 特征 值 。 
证 明 由 原 方 程 ， 可 得 


ж) = Д [usay а] VT goar) 
5 у= Гоа 三 f! VT жов (3.1-16) 
[是 Vz) = пам -cz， 把 它 代入 式 (3.1-16)， 就 有 
| 1 да+ дао 


РЕТТЕ 


` A) ә 
为 使 以 上 线性 方程 组 有 非 零 解 ， 必 须 
2 А 
ИЛАШ 
5 3 Tan х 
=1- еъ ат 0 (3.1-17) 
25 6 150 
| = 5.0624 


但 式 (3.1~17) 没 有 实 根 ， 因 此 所 讨论 的 齐 次 积分 方程 没有 实 的 特征 值 
定理 3.1.4 在 4 轴 的 每 “个 有 限 区 间 内 ， 对称 核 (x,7) 存 在 有 限 个 特征 值 ， 在 区 间 
[一 4, 站 内 ， 特 征 值 的 个 数 m 满足 下 列 不 等 式 


m < РА? 


式 中 A= 7 [коош 


证 明 用 反 证 法 证 定理 的 前 半 部 分 。 设 某 个 区 间 CM,N] 内 有 无 限 个 特征 值 ， 在 其 中 取 特 
征 值 的 无 限 序列 {入 )}， 并 设 对 应 的 特征 函数 序列 为 {p(x))， 则 成 立 


Ç | 
в = [esa coa: (3.118) 


而 特征 闭 数 系 {9.(z)} 是 止 交 的 ， 因 此 上 式 左 端 可 以 看 为 核 Сосо) Ж PEERK (g, (z)) 00 
Fourier 系数 ， 由 Bessel 不 等 式 

9 ga < | оой 
于 是 ， 对 任何 正 整 数 P 成 立 


> во <f е 


上 列 不 等 式 关于 工 关 < 到 疙 积分 ， an 
> R <f ceodzd: (3.1-19) 


"1 


由 于 所 有 的 位 于 有 限 区 间 CM,N3， 因 此 
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2 


Àn K: 
式 中 К° = max(M°:,N2) 


在 和 式 D) Д аА, st 


$ z <Í [ког 


ё 
IHE p Y. (ЯС К p, У) 直 将 大 +Í [койуш = A, ХЕЛИ. M 
=1 2 da 


所 作假 设 不 成 立 。 

设 在 [一 1, 国 中 特征 值 的 个 数 为 m， 在 式 (3.1 -19) 中 令 рет, HF ЇЛ„|<Ш(я=1,2,+—, 
m)， 所 以 т<РА?, 

由 定理 3.1.4 直接 可 得 到 : 

(1) 对 称 核 的 特征 值 为 有 限 或 可 列 个 , 可 按 绝对 值 增加 的 顺序 排列 为 入 ,hp，…， 为，…。 

D 如 果 特 征 值 为 可 列 个 ， 则 当 mse 时 | 加 | 一 十 co。 

定理 3.1.5 对 称 核 的 每 一 个 特征 值 x, 对 应 于 有 限 个 (ed 个 ) 线 性 无 关 的 特征 函数 :g(x)， 
p), v фб), 

证 明 ” 设 特征 值 4 对 应 的 特征 函数 有 无 限 个 ; pa), pa), s pC), 196, H Bessel 不 
等 式 ， 对 任何 正 整数 p, 成立 


у Aow < [гой 
上 列 不 等 式 关 十 z 从 a B| p ЖИЛ, 注意 到 特征 函数 系 的 标准 正 交 性 , 就 得 到 对 任何 正 整 数 р. 
成 立 
р 4 < í [ecard Jg xf [козо 
但 这 是 不 可 能 的 。 故 假设 不 成 立 。 

车 对 称 核 积分 方程 (3. 1 - 1) 的 核 是 某 一 个 常 微分 方程 的 齐 次 Sturm-Liouville 同 题 的 
Green 函数 ， 则 求 此 对 称 核 &(x,f) 的 特征 值 与 特征 函数 的 问题 ， 就 化 为 对 应 的 常 微分 方程 的 
Sturm-Liouville 问题 。 


зз Жут) — A kedde = 0 的 特征 值 与 特征 函数 ， 其 中 


人 (=< r< 
k(z,t).= а 
costsnx (лт) 
Ж 由 于 
{соз t sin OSSI) 
а TE 
tcos х sint (xm =< £= m") 
所 以 k(x,t) 是 对 称 核 。 


oz) 一 ьс + afea ngode 
= Asin ze t @(t)dz + Acos аа tplt)dt 
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ñ 


Ф (х) = Mos асов t Atd 十 Msin дф(л)соѕ л 十 
Acos x (— sin афв) — Asin = | woeos zat) 
Zikos af pocos t dt ~ Asin af posin tdt 
H(z) = Asin = | pocos tdt + Meosare(z) 一 
Acos ЕС tdt 十 Аіах (г) 


= дра) — Asin zf сов tdt + соз af osin tat) 
= (A — Dgr) 
因此 ， 对 应 的 Sturm-Liouvilie 问题 为 
ф(х)—(4—1)ф#0т)=0, фх)=0, g(0)=0 
(1) 当 4 一 1=0, M 1 一 1 时 , 方程 为 中 (x) 二 0, 它 的 通 解 为 wz) 一 cz 十 cz， 利 用 边界 条 
件 得 =0，c:= 0， 于 是 积分 方程 只 有 平凡 解 g(x) 三 0 
(2) 4 )—12>0, В \>>1 时， 微分 方程 的 通 解 
ф\х = ochi TITzl 十 csh( 二 iTzl 
РӘ gG) = VÄ Ц аза та + оса VAS Tal) ， 由 边界 条 件 
jachi Vi Tin! + сев Та) = 0 
Ñ c = 0 
于 是 =0，c: 一 0， 所 以 gkz) 三 0， 因此 积分 方程 只 有 平凡 解 g(x) 二 0 
由 (1)，(2)， 当 А221 时 ， 积 分 方程 没有 特征 值 与 特征 函数 。 
(3) 当 ) 一 1<0， 即 4<1 时 ， 微 分 方程 的 通 解 
Фб) = cicosi VT да + csin( MT Ат! 
于 是 
фб) = MTA asin, Vi — Az] + cosl VI — Ал! ] 
由 边界 条 件 可 得 
|сусов{ V7- Аж! + сві MI Ал) = 0 3.17- 20) 
( 
l cevi Ào «3.1- 21) 
ЖАЛ AZO Сз. 1 21) 可 得 ,=0， 再 由 式 (3.1- 20) 就 有 cicos [A ir) = 0, 
WE a =0, AT со 0, FE фт) =0; ИЖ A0, W cosl А Ат = 0, РУ УІ -- Ат 
= (а Аел Фе, 所 以 方程 组 (3.1- 20) 及 (3.1- 21) 的 解 为 一 c, c:=0 
(с 为 任意 常数 )， 因 此 积分 方程 有 无 限 个 解 =c сон н) z, 
这 样 ， 所 求 的 特征 值 为 1 一 [+ 二 | о RERBA cosa +3 |a. 
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53.2 核 关于 特征 函数 的 展开 式 


1， 核 的 特征 函数 展开 式 
由 式 (3. 1 -18) 可 知 ,kC.r,1) 作 为 + 的 两 数 , 它 关于 特征 函数 系 {9.(1)} 的 Fourier 级 数 具 有 
TIDER 


сө) 
е (3.2-1) 


式 中 求 和 关于 进行 ， 当 特征 值 个 数 为 无 限时 ，k 从 1 сс; 当 特 征 值 个 数 m 为 有 限时 ， 则 
ЕМІ т. 

Зз 2-1) ЕСЕ r, t 的 函数 , fE ас, iS ° Figg) i= 
] ,2…) 时 的 Fourier 0. FARE. (С) Е асо, Cb 内 是 标准 正 交 系 ， 此 时 成 立 


pa з о GD 
[fen dr = 区 [acoacodr= 2 азо 


定理 3. 2. 1 若 对 称 核 gz ,10 连续， 如果 级 数 式 (3. 2 - DE ar, Sb AR, N 
Жах, 16 内 级 数 式 (3.2 - 1) 的 和 为 上 (т, D, BD 


(z)@,(t) 
kG = у) 687 (3.2-2) 
- 


> een (3.2-3) 
E E asr, tb БЕРЕ НЯН. EEE >, 则 可 把 oC, EAEL b) Бе НАЖ. 


‹т) CRAC] 
WF kG KT AO Fourier RAH M D Су зры Fourier 系数 


а(х) = k(z,t) 一 


KAA 因此 olr DKF ipa) hy Fourier 系数 为 0， 即 
[осот = o (k = 1,2,5) ‹3.2-4) 
只 要 证 明 olr DAE айл, Kb 内 昼 等 于 零 ， 就 可 以 得 到 定理 的 结论 。 为 此 ,用 反 证 法 。 
R oa DE акт ыс PERTE R oU ,7) 为 积分 方程 (x) 一 ШЕ 的 对 称 核 
由 定理 3.1.1 知 ， 此 积分 方程 至 少 有 一 个 特征 值 X. VL 为 所 对 应 的 、 不 住 等于零 的 特征 水 数 
H фа) 
6,00 = асоро ‹3.2-5) 


以 下 证 明 加 (xz) 与 和 xz 的 所 有 特征 函数 g (z) Ж. 
把 式 (3.2 - DOWWE ди, (х). BEF r 从 a 到 4 积分 ,得 到 


b pó 
af есер оода =0 


由 wx) 的 对 称 性 及 2220, Ж 


Í (Dn =° 
再 由 式 (3.2- 5) 


4 
[Фо ош ео а= 1,2,6) (3.2-6) 
由 式 (3,2-3) 及 (3.2-5) 
КИ: ACAO] 
фо) = {ке 一 > ATED ш 
由 假设 ,级 数 (3.2 - 1) 在 ачх, оь 一 致 收敛 ， 考 虑 到 式 (3.2- 6)， 就 有 
Ppa) = af eye: 


即 加 (z) 是 原来 核 ECz,z) 的 特征 函数 ,内 此 它 是 特征 值 kb ЯГУ НН o Сг) (= 1.2...) 
的 线性 组 合 。 但 在 另 一 方面 ，g(z) 及 所 有 的 办 (z) 构 成 一 个 正 交 系 ， 它 们 是 线性 无 关 的 。 于 
是 引出 了 了 矛盾, 这 说 明 w(x,t) 不 恒 等 于 零 是 不 可 能 的 , 因此 在 az, ts 内， w(x,t) 三 0, Вр 
式 (3.2~2) 成 立 。 

在 定理 3. 2. 1 中 ,级 数 (3.2 -1) 的 一 致 收 化 性 是 作为 条 件 给 出 的 , 但 在 一 般 情况 下 , 级 数 
(3.2 1]) 不 一 定 收 伍 。 但 如 果 附 加 一 些 条 件 ， 就 可 以 断定 它 基 有 收敛 性 


定理 3. 2. 2(Mereer 定理 ) 如 果 对 称 核 A(z,t) 过 绕 ， 且 只 有 正 的 将 钙 值 (或 者 最 多 只 有 
有 限 个 负 竺 征 值 )， 则 级 数 (3.2 - 1) 绝 对 一 致 收敛 于 kz D: вс D ACAO | ңы 
аат 


多 (Zz) 是 (rs 四 的 (标准 正 交 的 ) 特 征 函 数 系 。 


Mercer 定理 在 &Kz,D) 只 有 负 的 特征 值 (至 多 有 有 限 个 正 特征 信 ) 时 也 成 立 。 
在 一 般 情况 ， 即 特征 信 可 正 可 负 的 情况 下 ， УЗУ езу PAD. 
Mercer 定理 非常 有 用 ， 由 物理 意义 可 志 接 得 到 ,许多 力学 与 物理 问题 所 归结 出 的 对 称 村 

第 一 美 Fredholm 方程 ， 其 特征 值 都 是正 的 。 
利用 积分 方程 的 对 称 核 关于 特征 函数 的 展开 式 ， 可 以 得 到 一 些 表达 式 ， 


>, si 8) 201—2) (0<=$ о) 
0] 3.2.1 REŽI зана аш RIR 


91 K t1 一 rz) G@<z<1 
证 明 设 
ES 
klart) = | h 
lG -z) G@<z<1 
以 &(zyt) 作 为 积分 方程 


Kae) - af kp —0 
HR, TR ka DERA. ТЖ 


бш RE С Еа, ЖОЕ, ШЖ limf AO Co ltr = 0 EREI ЛС) T 
SARETI TIBO FER С), 
57 


pz) 一 {та 一 )ф4й + af EDOT 
g(z)=— [коё + Ах(1 — z)@(>) + 让 (1 ~ t)g(z)dsz — Az(1 — rpl) 


一 一 ДЕ + [а ~ 09004 


g'(z)—— rga) — АІ rjg) = Aplaz) 
这 样 ， 积 分 方程 等 价 二 
Pr) 十 M9(z) = 0, 90) = 0, ф1)=0 


上 述 常 微分 方程 边 值 问题 的 特征 值 为 4=k*x*, 对 应 的 特征 函数 为 V2 sinkar, 由 Mercer 
定理 


bnie > М? sin knz + MV 2 sin Ёле 


名 ryz 
2 < зіп kaz віп ёт _ |Х(1—) (0&reD) 

因此 32; s. 
кч k 01-х) а<х<1) 


2， 对 称 核 为 退化 核 的 充分 必要 条 件 


由 定理 3. 2. 1 立刻 可 得 到 | 
定理 3. 2. 3 Pk ЖЕРҮЙ. ДЕА ЕТУ URRE kar WEE 
个 数 (m) 为 有 限 。 
证 明 由 8 2.2 可知 ,退化 (对 称 ) 核 方程 的 Fredholm 行列 式 DCA) 二 0 的 根 只 有 有 有限 个 
因此 它 的 特征 值 个 数 为 有 限 ， 必 要 性 显然 成 立 。 以 下 证 明 充 分 性 。 
如 果 核 x(z,2) 只 有 有 限 个 特征 值 ， 则 {3.2 - 1) 式 是 有 限 项 的 和 ， 由 定理 3. 2. 2 知 
кт, = У AAO 


ҖИР %(z) 为 正 交 标准 的 特征 函数 系 ， 因 此 核 Cr) EMBER. 


§ 3.3 选 核 关于 特征 函数 的 展开 式 


1. ik K 653 r dk 5 3 E b 3k 
定理 3.3.1 如 果 积 分 方程 的 核 X(z,z) 的 特征 值 为 4,, 对 应 的 特征 函数 为 %(z), 则 如 是 
EH kr DHIE p, (x) 是 如 (zx,4) 的 、 特 征 值 必 对 应 的 特征 孙 数 。 
证 明 іс дра Saoed, WARE 
А(Аф)= Ap = [stp 


一 般 地 Я 
ACAH = А" = | Rar, EAE)dt 


对 于 &(zx,t) 的 特征 值 А, SEERE g(x) 成 立 
8 


PLT) = LAP, = AA CLAP) = KAG, 
依次 可 得 
P, = КАЗ = = = RAP, = асов 
因此 必 是 各 (zwt) 的 特征 值 ， 对 应 的 特征 函数 为 p(x)。 


为 了 证 明定 理 3. 3. 2， 先 给 出 一 个 引 理 。 
B| ША, ho. h, 是 方程 六 一 < 的 根 , URE hithit th=, s51, 2, 55 


#==1 
证 明 RERA, A= VRE, Жин Ун 为 方程 大 = 的 任 一 根 ， e= G=), 
于 是 


hi + hg + = + М = S (Ë + @ d + P) = S/E Q + E + Е + = + Ее) Ё 
yz 
=e А 
PAE ет] 


Ky 2"=1, H hithit А0, 

定理 3.3.2 如 果 KEH АСНА О и, WERDEN u ff⁄j— $ n KER 
为 它 的 特征 值 。 

证 明 设 和 (xz, 站 的 对 应 于 特征 值 上 的 特征 函数 为 %r)。 由 下 列 公式 定义 函数 pp。 

RE ‹з.3-1) 
上 式 关于 p 从 1 到 nn 求 和 ,注意 到 引 理 . 就 有 
ya) = Уво 

于 是 ， 在 函数 Ф, (2) (р 1,2,5 sn) 中 ， 至 少 有 一 个 不 1 恒 等 于 零 。 


以 下 再 证 多 (7) 一 An4%。 为 此 ， 在 式 (3.3- 1 两 端 作用 算 子 А, ЖЖ hp E 
h,Ag, = Tay + hAg + = + Ву Ag) + 1 
由 式 (3.3- 1) Аи, nA"g= í 
һ,де, = g, — фа) 4 ТАДА) = g, Ga) 

这 样 ， 不 恒 等 于 零 的 函数 g C) ЕШ k C nR ERR А, 是 对 应 的 特征 值 。 由 定理 
3.1.1 知 ，&Cz't) 仅 具有 实 的 特征 值 。 因 而 复 根 A, 所 对 应 的 函数 p, BETE. 

ШЖ» ARRO U ASe 只 有 一 个 实 根 及 一 У, 它 必定 是 核 &(z,t) 的 特征 值 , В,С? 
是 它 的 特征 函数 。 而 Аф, Bl 如 A 二 pp， 利用 式 (3. 3 -1) 可 知 , 特征 函数 多 (x) 一 p(x)。 

MEn 为 偶数 ,WA HBAR h ho BERART OR kad ED RER 
ж дб). ф(т), 0 


PUAKI 


P) = @(z) + p) 

这 样 , 对 奇数 EFH А асов РУЧНА e, 有 (x,t) 的 一 个 特征 值 WA i 对 侦 
数 n， 由 式 (3. 3-2 )， 核 如 (x,t) 的 每 个 特征 函数 (x)， 要 么 与 &(x,t) 的 特征 函数 相同 ( 式 
(3.3 -2 ) 中 的 g(x)，%(x) 中 可 能 有 一 个 恒 等 于 零 )， 要 么 是 k(x st) 特征 函数 的 线性 组 合 。 

— 59 一 


由 定理 3.3,1 及 3.3,2 可 知 ,如 果 {4.),{%,《x)) 是 核 &(x,t) 特 征 值 及 特征 函数 的 集合 。 则 
{ 好 与 {1o(z)} 是 选 核 如 (z,) 特 征 值 及 特征 函数 的 全 体 , 


2， 选 核 的 特征 水 数 展开 式 


Ж &(z,2) 的 任何 次 迭 核 也 可 以 关于 k AFERE ER 
定理 3.3.3 对 于 任何 整数 之 3, EEI kD n RIR krd), 都 可 以 展开 为 
k OKREA 07 Fourier 级 数 
ыен =} — (3.3-2) 


»=1 


式 (3.3 -2) 右 端的 级 数 ， 在 a 迄 +，t<&b 内 关于 z с 绝对 是 一- 致 收敛 。 


证 明 首先 证 明 上 述 级 数 的 绝对 -- 致 收 化 性 。 为 此 , 估计 级 数 的 余 项 ， HHN la BS 
Fte, A 


= SA (2) 
Puntos < эрез (бу + р) 


由 于 当 роо |А„| 88 4888-3622, H Bessel 不 等 式 


> йе) < ссуд < С? 


7 
AF C? 为 正常 数 。 
由 十 当 g>0 时 
FD | пя (8.3-3) 
fan Ў 


闵 为 当 тоо, (Anl >o, HRC. 3 - 3) Ж Cauchy 判别 法 , 可 知 式 (3.3- 2) 关 于 z, t A 
я-а. 
再 证 式 (3. 3 - 2) 成 立 。 考 虑 


Dr, = > ж» = 


ЩЖ ФО) аг, г<» 内 连续 ， 只 要 证 明 (xs) 一 (xz,t) ,就 可 以 得 到 定理 的 结论 .为 
ЖШ ЕШ. Wk DED DRR, BREGO А, (хо) Dla), НР ӨС, 
四 是 对 称 的 ， 由 定理 3.1. 1 知 ，Q(z,t) 有 特征 值 K， 设 对 应 的 特征 函数 为 Сг), ЖОН 


фа) = fe Cpt) de (3.3-4) 
所 以 wmpecodz 218 f [ослона 


= ео [со = > ERORO ђе }а 


=, fso [frogaz = 04, 
Е С АСУ РИ А, REBR, ИТ А.е) А Сауе), EE 
g(r) = жыш 


— BG 


TE [yogad = 0 (3.3-5) 
这 表明 p(x) 与 核 &(z,t) 的 所 有 特征 函数 (x)Cr 二 1,2,…) 正 交 。 
由 式 (3.3 ~ 4) 、Q(z,t) 的 定义 及 式 (3.3-5) 
фб) = и осоо 
+ 
=a f (reo > ED оа 


=н [езг 


这 样 %(z) 就 是 如 (zz) 的 特征 函数 。 
而 kae ARTER RLE p), ВО %(z) 必 定 是 多 (z) 的 线性 组 合 。 但 前 面 已 证 得 
%(z) 与 所 有 的 g(Cr) 正 交 。 这 就 引起 矛盾 ， 因 此 QA 是 不 可 能 的 ， 定 理 得 证 ? 


53.4 Hilbert-Schmidt 定理 


Hilbert- Schmidt 定理 是 线性 积分 方程 理论 的 - -个 基本 定理 。 这 个 展开 定理 在 许多 方面 有 
广泛 的 应 用 , 在 § 3.5 中 将 利用 它 给 出 非 齐 次 对 称 核 方 各 的 解 的 表达 式 。 在 证 明 这 个 定理 前 ， 
先 给 出 - "个 引 理 。 

引 理 3.4.1 设 (7)(p 一 1,2,…) 是 核 &(z,t) 的 特征 函数 ， 则 使 连续 函数 Q(x) 与 核 
kD EX, BI 


[ассои = (3.4-1) 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 Q(x) 与 核 &(7x,t) 的 每 个 特征 函数 正 交 ， 即 ; 
[agado 12) (3.4-2) 


证 明 必要 性 设 名 (xz)(p=1,2…) 是 k(x,t) 的 特征 函数 ， 当 式 (3.4- 1) 成 立时 ,就 有 
Pees dr af [коо OR dede 
= Гро {fear)d = о 
充分 性 ”考虑 
л | расоосоесаах (3.4-3) 
HRR h(xz1t) 的 月 开 式 (3, 3-2), RE 


* p) 
= f | у EE QQ drda 


= У hf pRO daf Qa 
0 


pml 


` jE: 当 n=2 时， 如 果 任意 固定 一 个 谈 最 ， 则 级 数 (3. 4 - 2) 关 于 另 个 变 基 绝 对 且 一 致 收效 。 
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当 式 (3.4 -2) 成 立时 , 70. 但 
кы = [сны du 
再 代入 式 (3.4 - 3)， 得 到 
o= л = Í Jason nae RRO dear 


= [| (freeds) (Геос) Jau 


= [Гесоесәаа du 


因而 [credr = 0 
在 式 (3.4- 4) 的 两 端 乘 以 Q (и), ЖР и 从 a 到 积分 ,得 到 
J: [c DAR dadu 
由 (x, 四 的 对 称 性 
вкш) = kaska оа u EE 
把 上 式 代 入 式 (3.4-5)， 就 有 
| (feeda f kaa Qoa Ja 


=f (aceoecoar]d 


所 以 frade = D 
定理 3. 4.1 (Hilbert-Schmidt 展开 定理 ) 如果 函数 f(x) 可 以 表示 为 
fa = Ѓассон 


(3.4-4) 


(3.4-5) 


(3.4-6) 


APAE HR ЕЕ, WU f(x) 可 以 表示 为 连续 核 (更 一 般 的 为 弱 奇 性 核 关 (zx,t) 的 特征 


函数 9,(z) 的 Fourier 级 数 ， 即 
Да) = D fga) 


= 


(3.4 - 7) 


жел, Усора аз, RGA D48083, la DERF z ЛТА — Bikat, 


下 面 给 出 级 数 (3.4 - 7) 的 另 一 形式 。 函 数 f(x) 的 Fouriet 系数 f, 等 ки, 式 中 有 hh EAW 


的 Fourier Ж. h, = Гасовод ‚ 这 是 因为 


И 
f,= fg de = [gaa ddr 
G) 
= [hof kanp wded = [nay у” 
АФ š R 


К 一 各 
一 Fogod =з, 


EDE T s 


因此 级 数 (3, 4 - 7)? 亦 可 记 为 
fG)= У) Ка (3.4-8) 


p= 


证 明 БЕН ССЗ. 4-8) ХН — Век, ЖЇН] Cauchy-Bunyakowski 不 等 式 得 到 


РЕЯ Бы. уво 


8 к< [ош 及 > < | (хм) < C 


"+ 


р) 


再 由 Bessel 不 等 式 可 得 


式 中 с 为 任意 正常 数 。 
对 于 任意 给 定 的 >0, 由 于 当 充分 大 时 ,可 使 Ss < сї, МИЯ Èn а. F 
是 对 充分 大 的 n, Ч a<z<s 时， 就 有 
x iligo < e 
因此 级 数 (3.4- 8) 绝 对 一 致 收敛 。 
考虑 900 = >: Ze = fz) 


= 


Q(z) 在 [a, 站 连续 ， АЧС ЕЖ, 故 
fowardr = HÈ Ж» 一 Жо} = #— у, = 
于 是 Q(z) 与 所 有 的 函数 2 ERX. HAI, E ЕРЕ 即 
feioecodar=。 (3.4-9) 
由 QCz) 与 %(z) 的 正 交 性 ， 就 有 
[ea [осо * ZG) — fe |a= 


> [eco repa 
由 式 (3.4-6) 
[ee = = осо [асдаг 


=- Гао асосда 
再 利用 式 (3.4- 9), 488] 
[очо = 0 


ЕШ Qw = У) hga) 一 f(z) 0， 定理 证 毕 ， 
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83.5 非 齐 次 对 称 核 方程 的 解 


利用 Hilbert-Schmidt 定理 ， 立 刻 可 得 到 第 二 类 对 称 核 Fredholm 方程 解 的 表达 式 。 
定理 3. 5.1 若 4 不 是 具有 连续 对 称 核 的 第 二 类 Fredholm 方程 


pa) = Af kadgod + fu) (3.5-1) 
的 特征 值 ， 则 它 有 惟一 解 ， 且 可 表示 为 
=з _ 
gr) 一 fir) + рэ 9960 (3.52) 


RE у= [сово ,g(x) 是 式 (3.5~1) 的 齐 次 方程 
p(x) = [коошо C3.5-1°) 


的 特征 值 zx 对 应 的 特征 函数 。 
WEBA 由 $ 2.4Fredholm 第 一 定理 ， 当 4 不 是 (3.5- 1°) 的 特征 值 时 ， 非 齐 次 方程 (3. 5 - 
1) 存 在 惟一 解 。 设 它 具 有 下 列 形式 的 解 
ф(х) = f(x) 十 MB 人 Z) (3.5-3) 


RP яо) = prod: I 
H Hilhert-Schmidt 展开 定理 (定理 3. 4.1), RA g(x) 可 以 表示 为 核 *(x,t) 特 征 函 数 的 
级 数 


gla) = De (3.5~ 4) 
r= 
把 式 (3.5- 4) 代入 (3.5-3)， 再 代入 式 (3.5- 1)， 得 到 


Fe) + A) сф) 
“ 
=f) + afao o + АЎ) сир) 
# £= 


即 Taga = жолой + Ay kp оа (3.5-5) 
p=1 . ри 58 
再 对 式 (3.5 - DPEN Гаа Od 用 Hilbert-Sechmidt RFE, TURERNA 


mesa MES RE mal 
; Я 


S -5h ауа A 
Dep =2 4,900) + Уе а, 


比较 上 式 两 端 g(z) 的 系数 ， 可 得 
£ 


AE.. Ј, 
сь = 1 + ей = 


由 式 (3.5-4)、(3,5- 3) 就 可 得 到 ， 方程 (3.5 -1) 的 解 可 以 表示 为 下 列 绝对 一 致 收敛 的 级 数 
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фо) = РС БАУ) ++ 


定理 3.5.2 ЖАБА З.Б - 1) 的 某 一 特征 值 相等 ,和 对 应 的 特征 函数 为 
Ф (0), фа), е, Ф, (к), ДОРЕ СЗ, Б 1) 的 解 存在 的 充分 必要 条 件 是 成 立 


(3.5-2) 


aye оё wa (= 1,2,:,4) (3.5-6) 
在 条 件 (3.5 - 6) 满 足 时 ， 非 齐 次 方程 (3. 5 - 1) 的 解 为 
gz) = афу) + ep. (E) pi + 21800 + Ру 
р 
(3.5 -7) 
EP cn e “5 c ЗВ, fo А (7) 的 意义 同 定理 3.5.1;， УЛ 表示 对 所 有 的 p 
n 
(除了 6=r+1l,r-+2,--r +Q) RA. 

式 (3.5-2) 及 式 (3.5. 7)， 称 为 Hilbert-Schmidt 公式 。 

证 明 因为 式 (3.5 - 1) 是 对 称 核 方 程 ， 它 的 共 轰 齐 次 方程 就 是 齐 次 方程 (3.5- 2). H 
Fredholm 第 三 定理 ， 式 (3. 5 - 1) 的 可 解 性 条 件 就 是 式 (3. 5 -6) 

[оозе оё =0 (= 1,2,.,9) 

当 式 (3. 5 - 6) 满足 式 , 非 齐 次 方程 (3. 5 -1) 的 解 是 齐 次 方程 (3. 5 - 1) 的 通 解 cg (z) + 
agato sz) 加 上 方程 (3.5- DAMEA D уууч? 十 (zx) ,于是 得 
ш, 方程 (3. 5 - 1) 的 解 由 (3.5-7) 式 表 出 。 

当 对 称 核 ECz,z) 又 是 退化 核 时 ， 定 理 3. 5. 1 及 定理 3. 5. 2 中 的 级 数 就 化 为 有 限 项 的 和 。 

例 3.5.1 解 积分 方程 


wz) 一 Асо 7 (3.5-8) 
xl 一 1) OSTI’) 
(mit) = 
ж Ө а ат 1) 


解 (zx,t) 为 对 称 核 。 先 求 方程 (3. 5 - 8) 的 齐 次 方程 的 特征 值 、 特 征 函 数 。 由 于 
çG) = Аа — ров + {хе — роб 
= 0 [юш ta 2а = Dod 
Š | 
#‹т)= MKz — 1)zg(z) 十 Адаг 一 和 rtz ~ DP) + 
i 
af G@ — 100404 


Е 1 
= A pa + af (е — Deude 


ф(х) = Ахф\х) +AU — х)ф\х) = Аф\т) 
因此 求 齐 次 积分 方程 的 特征 值 化 为 下 列 微分 方程 的 特征 值 问题 
Gz) — Арба) 一 0， @0)= 0, @1 =O (3.5-9) 
== 


式 (3.5- 9) 的 特征 值 为 %= 一 p?m*， 对 应 的 特征 函数 为 (zx) = V2sin prr, p51, 2, 56 
当 4 尖 4,， 则 非 齐 次 方程 (3. 5- 8) 的 惟一 解 为 


Aar) 2+3 зб) prz 
式 中 Р, V Zsin paz = RE VE 


因此 Kr) =z- сй шр prz 
当 ==- pi Bf, HF f, = CD Vs +0, 正 交 性 条 件 不 满足 ， 此 时 方程 (3.5- 
8) 无 解 。 
例 3.5.2 解 积分 方程 
gz) 一 Арсе pd = cos xz (3.5-10) 
ПЕС z< 
式 中 “оа Кр «<= 


解 式 (3.5-10) 是 对 称 核 方程 , 它 的 齐 次 方程 的 特征 值 问题 等 价 于 下 列 微分 方程 的 特征 
值 问题 
gP) — Арх) 一 0， ф0)=@(0), =g) 
它 的 特征 值 为 =l, y= P p=1, 2, е; 对 应 的 特征 函数 为 


p) = 


2 А 
p, (x) = ragg pnr + precos prr) (p = ],2,) 


щ 21 В Ая — рот? 时 ， 方 程 (3.5 - 10) 有 惟一 解 


ф(х) = cos ят 一 


rr а 
же 
à Е + > прам р 22 i csin prx + ртсоѕ prz) 
7 1_ VE ___ї/ Ve i 
由 于 f= [, кең cos rzdxz 一 一 U+ ee- D 
f, = =e pilk cos пх (віп prz + precos prr)dr 
SS wa: 得 到 
(p = 2,3.) 
5-{ [з = 1) 
т 十 


所 以 ”gz) = costz + À ae 
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工 
TEATE Sia лл -- псоѕ zz) 


当 A=1 3 A= — m, 由 于 自由 项 cosxz УНЕ g (z) = e” EZ Ф (z)=sin rr 十 gcos лл 
不 正 交 ， 所 以 方程 (3.5- 10) 无 解 。 


当 一 一 一 rzrzr 一 2,3,…)， 可 解 性 条 件 满 足 ， 方 程 (3. 5 - 1) 的 解 为 
$G) =cos xz + АА үтү) + a + 0)+ 


Clsin rre + rncos rar) 


1 20те" Г š 
=cos xz а Ср ту у 1 sin = + racos nz) ]+ 


C(sin rnz + rreos улу) 


式 中 C 为 任意 常数 。 


顺便 指出 ， 与 对 称 核 齐 次 积分 方程 可 以 化 为 常 微分 方程 的 齐 次 边 值 问题 ( 见 § 3. 1) 相 类 
似 ， 当 积分 方程 的 (对 称 ) 核 是 某 个 线性 微分 方程 的 Green 函数 时 ， 非 齐 次 对 称 核 积分 方程 可 
以 直接 化 为 此 微分 方程 的 非 齐 次 边 值 问 题 。 

例 3.5.3 解 积分 方程 


Гас, фб) = er (3.5 11) 
Я ааш 1) CEES] 
式 中 k(z,t) = 
sh — 1, 1) url) 


解 方程 (3.5- 11) 吕 记 为 


Фа) =е + ва a “| sh z фе + 学 zf: аһ 一 Dødt 


依次 求 出 


ash(z 一 


КИШ 1) 2 
go =e t s= j: sh gode + $ 


2а рой 


As Аһ 一 
Pa) =e" + gh D ор sh £ gdt + аары zga) 十 
‚Жы, sh@ — 1)ф@)ф 一 ah Zsh(z — DKr) 


=ф(т) + 00 ehta — 1)sh < — ch zsh(z — 123 
=g(z) + Apa) = (А + DP) 
于 是 积分 方程 等 价 于 常 微分 方程 的 非 齐 次 边 值 问题 
IP = (4 1)ф\х) ‹3.5-12) 
160) = 1.90) = e (3.5 -13) 
(1) 4 А+1=0, HD A= 1 if, фб) сха, HRG. 5 - 13) 
ж) = (e — 1)z + 1 
(2) М A+1>0, a>) 时 , pa) = a ch МА + 1х + c sh VIF ,再 由 式 
—. 67 -- 


(3.5-13)， 可 得 


sh(</2 + UCL — zJ + esh[ VIF Iz) 
sh МА 1 

(3) 34 4+1<0, Ё А-1 Rt, AHS- g 

@(z) = ceos ил 十 casin ит 


gr) = 


由 式 (3.5- 13) 
c= 1, acos g + osin g= e (38.5 --14) 
@ 若 /不 是 方程 sin и=0 И, ЖЖ а=1, се 0А, МЮ 


pa) = соз pr + Š — 05 А 


Эй, sin ит 
RP а= УА, 

ОЖ py 是 方程 sin y=0 的 根 ， 即 kw 一 mr(m=1,2,…)， 此 时 方程 组 (3.5 - 14) 不 相 容 , 积 
分 方程 (3.5- 11) 无 解 。 

20 世纪 初 ， 首先 是 Hilbert ， 后 来 是 Schmidt 建立 了 连续 对 称 核 第 二 类 Fredholm 积分 方 
程 的 理论 , 因此 通常 把 对 称 核 方程 的 理论 称 为 Hilbert-schmidt 理论 ,以 后 Carleman 又 把 这 种 
理论 推广 到 核 满足 平方 可 积 的 情况 .中 。 

在 利用 Hilbert-Schmidt 方法 确定 积分 方程 的 解 时 ,需要 确定 积分 方程 的 特征 值 与 特征 函 
数 ， 它 们 通常 可 以 用 近似 方法 求 出 ( 见 第 七 章 )。 


§ 3.6 可 化 为 对 称 核 的 方程 
形 如 
Фа) = Арсе роо: + fG) (3.6-1) 
的 方程 ， 式 中 (zx,1) 一 k(t,x)， 在 Ca,6] 上 p(x) 之 0， 称 为 可 对 称 化 的 积分 方程 


在 方程 (3. 6 - 1) 的 两 端 同 乘 以 Mplx) ,再 作 未 知 函 数 的 代 换 VCz) = VPE) wz) ,就 
部 以 把 方程 (3.6 一 1) 化 为 


Ye) = kG D SGD: + fr) Mp) (3.6-2) 
方程 (3. 6 ~ 2) 的 核 
0) = hz,t) VBI PD (3.6-3) 
为 对 称 核 。 设 丸 与 内 (7) 是 式 (3.6 -2) 的 齐 次 方程 
gG) = [жеты Маури) (3.64) 
的 特征 信和 与 特征 函数 。 通 常设 {由 (z)}) 为 标准 正 交 系 ， 即 


(ОЧ m s£ n В) 
(4 m = n BÍ) 


HF br) = p, (£) VP) (3.6-5) 
68 一 


b 0 
Гасот Gaz = N 


因此 齐 次 方程 Kz) = af keeg 的 特征 函数 共有 以 PCz) 为 权 的 标准 正 交 性 


u 0 (тзп Еф) 
PDP Ead =| 
[, I 
设 函 数 f(z) 可 以 表示 为 
f(r) = [kr Dp hdr (3.6-6) 
即 VPS = fen М»азһаод 
则 由 Hilbert-Schmidt 定理 
VMPC fz) = D fy, Cx) (3.6- 7) 
P=1 
式 中 f= Vf eg, = | fpr de 
再 由 式 (3.6 -7)、(3.6 -5)， 可 得 
Ра) = D fa) (3.6-8) 
= 


$3.7 用 Green 函数 解 微分 方程 的 边 值 问 题 


考 虚 微分 方程 的 边 什 问题 
[LE =— f(x) (3.7-1) 
lay (а) — Byla) = 0,ay' (b) + By) = 0 6.1-2) 


式 中 LOS оу б) goya) 
= k(z)y"(z) + Ё'(х)у' (х) — фб) уба) 
602). q (2) 882 ОСЕНИ в, ЕС) 226020, q(z)2>0, a, аз, 8, 80220, а + 
#960, 024-8520, Ь 为 正常 数 。 : 
边 值 问题 (3.7- 1)、(3. 7 - 2) 的 解 可 利用 
у) = 0 (3.7-3) 
ay (а) — Biy la) — 0,а,у' (д) + B,y(6) = 0 
交 Green 函数 表示 出 来 。 
边 信和 问题 
[LO =- 20-0 
lay (а) — Byla) = 0, my (b) + Byb) 一 0 
在 ta,8] 上 的 连续 解 ,其 中 6Cz) 为 广义 函数 , 称 为 边 值 问题 (3. 7 3), (3. 7 - 2) Green 函数 ， 
记 为 Glz,)。 
GEDEN r AR, Сав) LER, 它 关上 + 的 一 阶 导 数 以 r=: 为 间断 线 ， Gt) 
作为 x 的 函数 在 ast),(t,b) 是 Cy) 一 0 的 解 ; CERM Ca ,所 的 端点 满足 下 列 条 件 
aG, last) = BGC = 0, Gh) + ВС) = 0 
Green 函数 的 求法 ， 见 附录 。 
— 5 


定理 3.7.1 (Hilbert 第 一 定理 ) 对 于 任何 可 积 函 数 A(z)， 边 值 问题 (3.7 - 1)、 


(3.7-2) 的 解 y(z) 可 表示 为 


yG) = (ослов (3.7-4) 


RF G(z, 切 是 此 边 值 问题 的 Green МЎ. 
证 明 对 w=y(z), v= 二 G(x,t) 使 用 第 二 Green 公式 
[ore — ааз = kGo [see E -wE 
并 利用 LCG]= 一 6《zx 一 站 及 y(.r)，G(z,t) 均 满足 边界 条 件 (3.7 - 2)， 得 到 
[бео 一 yL jdr 


=k (r) GT t) y Ga) -- yG t) T 


а = Гесса + КОШ ~ Ddr=0 
于 是 [столда = уш 
由 Green 函数 的 对 称 性 


[KG = уо) 


ЖШ л, 互 换 ， 就 得 到 式 (3.7 -4)。 
定理 3.7. 2 (Hilbert 第 二 定理 ) 对 于 任意 的 连续 函数 fCz)， 函 数 


эб) = [бошой 


是 边 值 问题 (3. 7 - 1)、(3. 7 - 2) 的 解 。 
ШД y(2) 在 (a,5) 显 然 连 续 。 


+ 
y= | Gr, ч) 


та ау (а) - уба) = Гес - Glat) fdt 


由 Green 8 #97 X 

аубу(а„) — B,G(a ,t) = 0 
所 以 ау (а) — Py (a) = 0 
同 理 可 得 ay (b) + 8,y' (b) = 0 


所 以 [Goo rad 满足 边界 条 件 (3.7 - 2), 
再 计算 Щ[ве олеш), 
rf oer wd)= [шоло 


z5 [га — fC)dt =—— fiz) 


яи Госа 满足 方程 (3.7 1)， FE осе ofod 是 边 什 问 题 (3.7 - 1). 


22790 < 


3.7- 


2) 的 解 。 

定理 3.7.1 与 3.7.2 说 明了 求 微 分 方程 边 值 问题 (3.7-1)、(3.7-2) 的 解 ,可 以 化 为 求 对 
应 的 Green 函数 

例 3.7,1 解 边 值 问题 


人 (3.7-5) 
yO) = у(1) = 0 (3.7-8) 
解 边 值 问题 
代 ре: (3.7-7) 
yO) = у(1) = 0 (3.7 - 8) 


只 有 零 解 ， 因 此 它 的 Green 函数 存在 。 
求 出 边 值 问题 (3. 7 -7)、(3.7 ~ 8) 的 Green 函数 


a — 1 Orai) 
(хм) 一 
二 由 细作 一 1 egra 
sh 1 


由 定理 3.7.1， 边 值 问题 (3.7 - 5)、(3.7 - 6) 的 解 为 
saa [ас 


sh zsh — 1) 
sh1 tdt 


Ре: [e (= – 1) 


1 
° sh 1 а |. 


= gH be ~ DCzch z — sh s) + sh (1 — zeh(z = 1) + shir — 10} 


sh = 
==. 1 
3.7.2 解 边 值 问题 
y= f(z,y(z)) (3.7-9) 
косу) es (3.7-10) 


解 fCz,y(x)] 一 般 是 y(x) 的 非 线性 泛 函 , 但 式 (3. 7 - 9) 关 于 y" 是 线性 的 , 因此 是 一 个 
拟 线性 二 阶 常 微分 方程 。 
先 求 出 
| 一 0 
y(0) = у) = 0 
的 Green Kit 
G@— 1 0<zx<t 
(z — lt trel 
由 定理 3. 7. 1， 边 值 问题 (3. 7 - 9)、(3. 7 - 10) 的 解 是 积分 方程 


ya) = [ec fa, yaya, (3.7-11) 
的 解 ， 方 程 (3.7 - 11) 是 一 类 重要 的 非 线性 积分 方程 ， 即 Hammerstein 积分 方程 。 


GG) = | 


P a = 


$3.8 Steklov 展开 定理 


作为 Hilbert-Schmidt 定理 的 一 个 应 用 ,本 节 证 明 Steklov 晨 开 定理 ， 它 是 数学 物理 方程 
分 离 变量 法 理论 基础 中 的 -- 个 重要 定理 。 


1，Sturm-Liouville 问题 与 第 二 类 Fredholm 方程 的 等 价 性 
例 3.8.1 有 限 区 间 [a, 纪 上 的 Sturm-Liouville 问题 


= ашу CN — gaya) = — Aaya) (3.8-1) 
ay (а) — Вуба) = 0; ay (b) + By) = 0 (3.8-2) 
与 积分 方程 
F 
уба) = al Grp yd (3.8~ 3) 


等 价 , RIF kl), аба), o, в, Bu, В, BRIER $ 3.7; p Cr) 200220, о. 为 正常 数 ; Ge) 
是 
10у) = 0 (8.8-4) 
ау (а) — By(a) = 0; ау) + дуб) = 0 (3.8- 2) 
的 Green ARU 
证 明 由 Hilbert 第 -~ 定 (定理 3.7.1), 上 述 Sturm-Liouville 问题 的 解 由 


убх) = af (хур) уч) 
给 出 ， 即 Sturm-liouville 问题 的 解 满足 第 - -类 Fredhoim 积分 方程 (3.8- 3). 
反 过 来 , 由 Hilbert 第 一 定理 (定理 3. 7. 2) 可 推 知 , 积分 方程 (3.8 - 3) 的 解 , 是 Sturm-Li- 


ouville 问题 (3. 8- 1)、(3.8 - 2) 的 解 。 
因此 ，Sturm-Liouville 问题 (3.8 -1)、(3,8 - 2) 与 积分 方程 (3.8 ~ 3) И. 


2, Steklov 展开 定理 


定理 3.8.2 (Steklov 展开 定理 ) ”如 果 任意 的 二 阶 连续 可 微 函数 / (zx) 满足 边界 条 件 
(3.8- 2), 则 它 可 以 按 边 值 问题 (3.8 - 1)、(3.8 - 2) 的 特征 函数 系 {y,(z)} 展 开 为 绝对 且 -- 致 
收敛 的 级 数 


Fad = X, fya) 
& 


RE = ооу Оё 


证 明 ”积分 方程 (3.8 - 3) 可 以 对 称 化 ,为 此 ， 作 未 知 随 数 的 代 换 Сс) уб) + р(х), 
于 是 方程 (3.8- 3) 化 为 


#(z)= Geo VPE Vog dt 


А 
= Ага ОО (3.8-5) 


< WO –- 


RP Д) = Glz,t) VNO 是 对 称 核 。 设 它 的 特征 值 为 丸 ， A es А a XIRA 
特征 函数 为 办 (z)，…， 几 (z)，…。 由 Sturm-Liouville 问题 (3. 8 - 1) 、(3.8 - 2) 与 积分 方程 
《3.8-5) 的 等 价 性 ， 与 边 值 问题 (3.8 - 1)、(3.8- 2) 的 特征 值 N，:a，…， 为 ，…， 和 特征 函 
数 (rx)，…，%(z)，*…( 同 时 也 是 方程 (3. 8 - 3 的 特征 信和 特征 函数 ) 相 对 应 ， 有 积分 方程 
《3.8-5) 的 特征 值 六 ，…， 姑 ，… 和 特征 通 数 办 (z)，…， 几 CCz)，… 
由 于 f(z) 二 阶 连续 可 微 ， 所 以 СРС), 

当 LE) =— p(z)h(a:) (3.8-6) 
式 中 及 (zx) 为 连续 函数 ,而 f(x) 又 满足 边界 象 件 (3.8 - 2)B, E Hilbert 第 -定理 (定理 
37 DTA, 方程 (3. 8 - 6) 的 解 可 以 表示 为 


Flys [ G(x ph 
a 


583.6 一 样 ， 利 用 Hilbert-Schmidt 展开 定理 (定理 3, 4. DAE: O) YURAR. 8 一 
5) 的 特征 通 数 系 {g,(z)} 的 绝对 且 一 致 收敛 的 级 数 ， 或 展 为 方程 (3. 8 - 3) 的 特征 函数 系 (同时 
就 是 边 值 同 题 (3.8- 1), (3.8 - 2) 的 特征 函数 系 {y,《x)} 的 绝对 匡 一 致 收敛 的 级 数 


fe) = D faya) 
p=1 


式 中 万 = ff yd 


53.9 含 参数 的 边 值 问 题 及 对 应 的 积分 方程 


考虑 非 齐 次 微分 方程 的 边 值 问题 
LO) = Ау + h(z) (3.9-1) 
У,у) 一 0 (&=1,2,m) (3.9-2) 


式 中 2 LCOyJ=a0(z)y2)(z)--a (х) у" С) Бан (х)убк): 
У,у) =аюуба) tany (а) +5 iamiy а) БВюу) + 
Bay + TB, uy”) 
Vis Уз, s У„Ж{ЕЖХЖ, hO) BE 83k. À 为 参数 。 
定理 3.9.1 如 果 边 值 问题 
10у) = 0, Vily)=0 
的 Green 函数 为 G(z,t)， 则 问题 (3. 9 - 1)、(3.9 一 2) 等 价 于 积分 方程 


ya af Gdy a + f(x) (3.9-3) 
式 中 Fa) 一 一 [болош 
证 明 与 定理 3. 7. ! 的 证 明 相 类 似 ， 可 得 到 问题 (3.9- 1)、(3. 9 - 2) 的 解 由 下 式 表 出 


yz) 一 一 [enavo + hdt 


, Я 
= af Gry de 一 | GO, Dh (Dd: 


—. 94: — 


此 即 方程 (3.9- 3) 
例 3.9.1 把 边 值 问题 


у +3у= = 
(= 
化 为 等 价 的 积分 方程 。 
解 ” 先 求 出 
у = 0, уо) = КЕ =0 
的 Green 函数 


zl1 == 2, 
G(z,t) = 


由 定理 3. 9. 1， 对 应 的 积分 方程 为 


x Р 
ус) = af enoyo a = [есеи 
К Е 


而 [есен = КЕ = 22а + [zf = Шиш 
因此 所 求 的 积分 方程 为 
yG) 一 Ka = += = т. 


53.10 ”对称 核 的 第 一 特征 值 ”正定 核 


1. 对 称 核 的 第 一 特征 值 


(3.9-4) 
(3.9-5) 


第 二 类 Fredholm 方程 的 解 , 通常 可 用 近似 方法 求 出 。 适 代 法 是 其 中 的 一 种 , 在 已 经 知道 
近似 序列 收敛 于 原 方程 解 的 情况 下 ， 有 限 次 迭代 就 可 以 得 到 近似 解 . 由 于 式 (2.1~10) 或 
(2.1-11) З НИЗ 1А ТА ТАНЯ, Ep 是 积分 方程 绝对 值 最 小 的 特征 值 , 称 为 第 一 特 
征 值 ,因此 在 参数 4 的 绝对 值 小 于 第 一 特征 值 的 绝对 值 (14| 之 |.1) 时 ,就 可 以 使 用 类 代 法 ,也 
就 是 说 ， 求 第 一 特征 值 对 解 积分 方程 很 重要 。 此 外 ， 第 一 特征 值 还 有 重要 的 实际 意义 。 这 里 
只 给 出 有 关 它 的 -个 定理 ， 利 用 此 定理 可 以 由 变 分 方法 直接 求 出 第 一 特征 值 来 ， 具 体 求 法 在 


第 七 章 中 介绍 。 
定理 3.10.1 对 称 核 &(z,2) 的 第 一 特征 值 A 的 绝对 信 的 倒数 丸 是 在 


car = 1 


的 条 件 下 (p(x) 在 [a, 丰 连续 ) 
рр. 


03.10-1) 


[frener dt (3.10-2› 
的 绝对 值 的 极 大 值 ， 此 极 大 值 在 与 À 对 应 的 特征 函数 o Cr) ERE 
НЕ Гес оя ся саға, 
证 明 一 般 情况 的 证 明 比 较 复 杂 , TER АСР) ИЕА А, 均 是 正 数 的 情况 下 给 
予 证 明 。 
设 ( 正 ) 特 征 值 按 递 增 顺 序 排列 为 
О<АФАФ е <a < (3.10-3) 
由 于 p(x) 在 [a,5 连 续 ， 按 核 &(x,t) 的 特征 函数 系 {g.Cz)} 作 Fourier 展开 


PG) = D Pp C) 
б 


由 Hilbert-Schmidt 定理 (定理 3. 4. 1)， [жерш ЗА (Ф, Сс) HE Fourier 展开 


和 epaeod = У) gw 
- £ 
АРОН p(x)， 再 关于 x 从 a 到 积分 有 


“гь ха. 2 
J= [|p rp ded = У) A (3.10-4› 
ny А 


m 


由 Bessel 不 等 式 


sa b 
РЇ <Í p'(z)da = 1 
k=l ы 


再 由 (3.10 - 3) 得 到 


[[жкеш›»сәвчгв а У (3.10 - 5) 
因此 сорсо) ВА а. 而 当 包 一 0 Н ра 00 2,3,7), RG. 10 
-5) 中 的 等 号 成 立 ， 因 此 当 p(z) 一 gx) 时 ， [корэн | 到 到 极 大 值 天 Р 
同样 ， 在 核 的 所 有 特征 值 为 正 的 情况 下 ， 可 以 证 明 。 
定理 3. 10. 2 对称 核 ECz:t)? 的 第 二 特征 值 X, 的 绝对 人 的 倒数 志 是 在 满足 
Госа: =1 


且 [eos eq: = 0 (3.10-6) 
的 条 件 下 ， 积 分 (3. 10 -2) 的 绝对 信 的 极 大 值 , ERKE A 对 应 的 特征 函数 p a ERE 
|+ = слов сово 


更 一 般 地 ， 对 称 核 上 tr,t) 的 第 = 特征 A, 的 绝对 信 的 倒数 | | жй оз. 10- 1)、 
(3.10-6) 及 


u Я 
f pajp eddy = 6 = || pae, dr 一 0 
рб 


的 条 件 下 ， 积 分 (3. 10 - 2) 的 绝对 值 的 极 大 值 ， 此 极 大 值 在 与 À, 对 应 的 特征 函数 只 Cz) 上 取 到 
|= |[ [renga adaa 
ЗЕ ЕСИНЕ ЕЕ ОНАН, ДЕРЕ 3. 10.1 的 结论 是 : 
积分 асарро ой ВВ, MEREEN, ЕЛЕЙ 


b pò 


是 :积分 | EED POr ов МИ Ар, ENEEK, 类 似 地 ， 定 理 


3. 10.2 的 结论 , 当 特征 信 全 是 负数 时 , 应 该 是 ， 积分 | | EDO ВИМ, 
如 果 核 的 特征 值 可 正 可 负 , 则 积分 (3. 10 - 2 的 一 系列 裤 大 值 问题 ， 引 出 正 特 征 值 的 全 
数 ; 积分 (3. 10 - 2? 的 一 系列 极 小 值 问题 ， 引 出 负 特 征 值 的 倒数 。 


2， 对 称 正 定 核 


以 下 利用 式 (3, 10 - 4) 来 定义 一 类 特殊 的 对 称 核 - ”对 称 正定 核 ( 负 定 核 )。 

定义 3. 10. 1 对 二 对称 核 (zx,t)， 车 果 式 (3.10 -4) 中 的 积分 IS, WP kD ЗЕ 
正定 的 ; 如果 J<0， 则 称 ЕСС) ЗЕЕ. 

定理 3. 10.3 对称 核 ECz,t) 为 半 正 ( 负 ) 定 核 的 充 材 条 件 是 ， 它 的 所 有 特征 值 是 正 ( 负 ? 
的 、 

证 明 ”充分 性 ”如果 &6xp 的 所 有 特征 值 是 正 的 , 则 由 式 (3. 10 -4), 立即 可 得 220, 即 
kCr E E Ж. 

必要 性 ”用 反 证 法 证 。 如 果 &(z,t) 只 有 一 个 负 特 征 值 ， 例 如 ha<0， 则 在 式 (3. 10 - 4) 中 
ЖШ (л) (Q 对 应 的 特征 函数 ) 代 替 p(x), Ш (Са) REEE, 证 一 0, 而 其 余 的 pa 


@=?,з, ?都 为 零 。 了 是 式 (3. 10 4) 的 有 端 等 于 宛 ， 因 而 是 负 的 ， 这 与 720 ЖЩ. 


定义 3. 10.2 车 对 于 任何 不 恒 等 于 等 的 连续 函数 P (z), J>), WRIA Ct) 
为 正定 核 ( 负 定 核 )。 

定义 3.10.3 车 对 丁 连 续 对 称 核 &(r,1)， 如 果 不 存在 任何 不 恒 等 于 零 的 迷 续 函数 与 
БСВ ПЕ, Я ЕС, (在 连续 函数 类 中 ) 完 备 。* 

对 于 对 称 核 &(x,t) 来 说 ，、 正 定 与 完备 是 等 价 的 ， 则 成 立 下 面 的 定理 : 

定理 3. 10. 4 对 称 半 正 ( 负 ) 定 核 k(x,t) 是 正定 ( 负 定 ) 核 的 充 要 条 件 是 ， (x,1) 是 完备 
核 。 

证 明 必要 性 ” 设 核 &(x,t) 为 半 正 定 核 ,由 定理 3. 10. 3, 它 的 所 有 特征 值 丸 全 部 是 正 数 。 
+E, 只 有 当 函 数 p(x) 的 所 有 Fourier 系数 p, WENE, B p(x) 与 核 的 所 有 特征 函数 
NT) 二 1,2,…) 都 正 交 时 ，《3.10 -4) 式 右 端 才 变 为 零 。 由 定义 3. 10. 3，k(z,t) 是 完备 核 。 

充分 性 ”如 果 k(zx,) 为 完备 核 ， 则 不 存在 与 它 的 所 有 特征 函数 正 交 的 、 不 恒 等 二 零 的 迷 
续 函 数 , 因此 在 Fourier 系数 ра 1,2,…) 中 ,至少 有 ,一 个 不 为 零 , 因此 由 式 (3. 10 - 4) 定 义 
的 积分 ,/ 严格 为 正 ， 即 (x,t) 为 正定 核 。 


+ 注 ， 在 连续 淫 数 类 中 、 核 完备 与 特殊 函数 系 的 完备 性 是 不 等 价 的 ， 若 特征 函数 系 完备 ， 则 核 为 完备 核 ; 反之 不 一 定 
成立， 但 对 干 比 连续 更 广 的 函数 类 ， 核 的 完备 与 特征 丙 数 系 完备 是 一 臻 的。 
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1. ЖЕЛИ ӨКН ШИ 3 RER. 


зіп тсов,. (O< r< г 

G) Вб) = ККУС 
sin #cos = [:<z<3| 
tx+l) G< r <D 

(2) 602,0) = |" 
+D G<=z=<D 
GDE- @<r<n 

(3) (хы) = 


+1006 - 20) KIKD 
20—10) (бля 
(т-1) EKIS) 
Okr = ет" (0 алы l) 


U) kirt) = Ë 


sin zcost (O< z< 


kC мо { 
о sin созд KrK 
а(н) ооо 
D kG) = 
{+ [с аж тт) 
-eshe (фт 
(8) 天 (zt) = 
таре G@==z=*<1) 
УЫ feel Са 
(z+) = 
а insin- CLIL 


=z (0&rEt) 

=: <1) 

2， 设 kz,) 为 对 称 核 ， 求 证: ka DIKER kalet) HAERE. 
з. kD HRR, B 


(10) K(x,t) = I 


EG r) = klat) 
则 它 的 所 有 特征 值 全 是 虚数 。 


4， 设 h(x,t) 为 对 称 核 ， 求 证 : 成 立 下 列 等 式 


> Ç = А. G= 2,3,5) 
式 中 入 是 特征 值 ，4, DE АС) f) n Й. 
5. 利用 1. (1)，(4)，(5) 的 结果 ， 求 下 列 级 数 的 和 。 
о Ў ату 


A 
оу 4 
a 


OD gpa ЖТ А ENE кон = и — + ИШ. 


a 

5，、 利 用 对 称 核 关 于 特征 函数 的 展开 式 ， 证 明 下 列 等 式 。 
ү! =H мыр 

11-х) а<т<1) 


: = 


2 <N sinnnr sinnt _ 
DL = 


ы 1 1 
= sin "++ vsin(s 十 二 je [= (бт 
t 


1 кен 
Фе? [кл] ОБ 


7、 解 下 列 齐 次 积分 方程 
(1) plr) — А 810208 zg(t)dt = 0 
o 
Dea- Ff eiod = o 
(3) par) — А "costa + ород = 0 


(4) 2) + 6 КЕ — ?х фий = 0 
8， 解 下 列 非 齐 次 积分 方程 。 


CD фб) — 2| АС) 00046 = cos 2z 
° 


sin zeos 1 (О <=) 


RP kan = 


А А x 
sin feos = l< <= 


(2) ф(х) — А EDRO =z a 


sin й OKISH 
PETEN (e cos г (0<х 


соз tain zx (2 т) 
mn _z 
G) каз — аса = ® 


2020 бсш) 


RF kans 
t 


z) 


EKIS) 


«ро acre = sh z 
— eh; OKIKI) 


2С „={ 
н «МЕ —e shr GLISI 


G) Hz) + [ze yaya “г 


sh азм = р CERET 
RP kan) 一 a 
sh tsh(z — 1) 8 
эһ1 G@=<=z<1 
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式 中 


式 中 


式 中 


7 
(6) plr) — А ED pedt 一 ch 工 


ch zcht — 1) 
Ыхы = sh1 


hisch(z — 1 ЗЫ: 
шас оар 


СЕУ 


A 


(Hr) — Al к = рой = 1 


Ca) wz) — [Ят е sin z 


sinje + Јане) оо 


k(x,t) = 


ES 


РЕР 


《9) ра) — afk pd 一 
20-0) OLISH 
tz— 1) G@<Sr<SD 


9. Я Green ЩЕ ТИН. 


узу уо) = |£] o 


(2) y" + лу = cos xz, y(0) = у(1), y (0) = yG) 
Oy + у= z, убу = E) o 
(4) y"— y = 2sh1, y(0) = yQ) = 0 
(5) y = 1, y(0) = y (0) = 0, yG) =: ут) = 0 
(6) у"— у =— 2e*, у(0) = y(0), y) + yQ) = 0 
10， 把 下 列 边 值 问题 化 为 积分 方程 。 
уута уо) = |Z] =0 
(2) у" + Ау = ?х, y(0) = yD) = 0, (0) = yD) 

3 < x= Т > 
(GB) + гу = Ау + cos 本 1) = y): y(— 1) = y(() 
(4) "+ Ау = е". у00) = y' (0); yQ) -= y (1) 
(5) у" + Ау = 2z + 1, y(0) = y'(1); у 00) = уб) 
w 
РА 
11. Ë ЁС )==сов reos 2t+cos tcos 22 1,0 


Пар = | Гес осада | «ТЕЖИК ХИН. 


(6) у = Ау + 2, xo = >[ = 


фр = ffarm 1 
12, Wtk(z.)=r-+m, —1<=, :<1, Ж 
(n 
lappi = |f | жан yg ana 


在 下 述 条 件 下 的 极 大 值 ; 


(gD = [еса =1 
13， 利 用 题 1 解 下 列 非 齐 次 对 称 核 积分 方程 。 
ауф 一 сорда =i 
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@— Dr (< r<D5 
(zx— Dt SISI 


(2) g(x) 一 [ke = sin racos Fx 


式 中 kG) 一 


—х (ф=х<иг) 
=i WRI 

O ga — аа = z — x 
Жф kat) = ЕЕ (б=т) 


соз xsint (< == х) 


җе k=] 


一 80 —- 


第 四 章 Volterra 方程 


Зо Ж оь M ЖО AK А020) 0. W| Volterra 方程 可 以 看 为 Fredholm 方程 的 特殊 情 
况 ，Fredholm 方程 的 理论 适用 于 Volterra 方程 。 但 是 ，Volterra 方程 有 它 的 特点 。 例 如 ， 第 
二 类 齐 次 Volterra 方程 不 存在 特征 慎 , 即 第 二 类 非 齐 次 Volterra 方程 对 任意 (连续 的 ) 自 由 项 
都 有 解 ， 对 于 Volterra 方程 来 说 ， 在 -~ 定 条 件 下 第 一 类 方程 可 以 化 为 第 二 类 方程 ， 但 第 一 类 
Fredholm 方程 一 般 不 能 化 为 第 二 类 Fredholm 方程 。 因 此 有 必要 对 Volterra 方程 的 理论 作 单 
独 的 叙述 。 

本 章 首 先 讨 论 第 二 类 Volterra 方程 的 逐次 通 近 法 ， 引 出 它 的 碗 核 及 解 核 ， 并 给 出 特殊 类 
型 Volterra 方程 解 核 的 求法 ; 介绍 化 第 一 类 Volterra 方程 为 第 二 类 方程 的 方法 ; 最 后 给 出 特 
ЖЖ A Volterra 方程 一 一 Abel 方程 解 的 表达 式 。 


54.1 第 二 类 Volterra 方程 


1， 逐 次 逼近 法 ， 解 的 存在 惟一 性 
同 第 二 类 Fredholm 方程 一 样 ， 第 二 类 Volterra 方程 
gx) = Аср + f(z) 41-10) 


也 可 以 用 逐次 通 近 法 求解 , 其 步骤 与 8 2. 1 РАО ЕАН А]. 此 外 , 还 可 以 按 下 列 步骤 来 
求 式 (4.1- 1 的 解 ， 求 出 的 结果 与 $ 2.1 中 所 得 到 的 结果 一 致 。 
设 方程 (4. 1 - 1) 的 解 存 在 且 具 有 以 下 形式 


g(z) = #,Gz) + f (a) + 6 + #,(z)2" + + = Saro (4.1-2) 
把 式 (4.1- 2) 代 入 (4,.] -1)， 比 较 两 端的 同 次 宪 的 系数 ， 得 到 
W) = f(z) 


pa = [жой 


po = Ке 


фа) = [жесе оё ‹&1-3) 
° 


于 是 式 (4.1- 2)、(4.1- 3) 给 出 了 方程 (4.1- 1) 的 解 。 

在 8$2.1 中 , 级 数 (2.1- 11) 当 参数 1 满足 一 定 条 件 时 收敛， 但 对 第 二 类 Volterra 方程 
(4,1- 1), 级 数 (4. 1 - 2) 对 任意 的 4 绝对 且 一 致 收敛 , 于 是 积分 方程 (4.1 - 1) 对 任意 4 存在 惟 
一 解 ,事实 上 ,Voiterra {E Fredholm 对 第 二 类 Fredholm 方程 进行 研究 之 前 的 1896—1897 年 ， 
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就 从 讨论 某 个 生态 平衡 问题 出 发 ， 首 先 提 出 并 开始 系统 研究 积分 上 限 可 变 的 积分 方程 ， 即 后 
来 以 他 的 名 字 命名 的 Volterra 方程 ， 他 证 明了 
定理 4.1.1 如 果 核 k(x,t) 及 自由 项 f(z) 是 实 连 续 函 数 ， 则 第 二 类 Volterra 方程 


жш) 一 a kr pnd + (a) 


АЧЕЙ А ЕТЕНЕ ОЕ, H eni ОЗАК 
证 明 ВРІ) |<, ADSM, КА „СЕИ 
с) «т 


PAESI < faw Hd L mM a) 


Я А МИГ 
бюз Ele асое < тма — айс = mM w 


Mla — а)" 

ni 
хн аа, ARRA. 1 - 2) 的 一 般 项 pO 的 模 不 大 于 正 数 mCIAIM(B 一 a)]"/n!， 
对 任何 1， 以 上 述 正 数 为 一 般 项 的 数 项 级 数 是 收敛 的 ， 因 此 级 数 (4, 1 - DEE 0057 <р Е 
绝对 且 一 致 收敛 ， 它 的 和 函数 yx) 在 Cu,5] 上 连续 且 满 足 积 分 方程 (4. 1-1). 


2. жж МЖ 
与 第 二 类 Fredholm 方程 -一样 , 可 引出 第 二 类 Volterra 方程 的 氨 核 、 解 核 , 只 要 把 式 (2. 1 
-7) 的 积分 限 a、 p 换 成 :、x; 解 的 表达 式 中 的 积分 限 从 a、5 RH a r 就 可 以 了 。 事实 上 , 从 


前 面 导出 的 公式 得 到 
$x) = flr) 


LACEE 


óG) 一 [ay a): = [желш 
Фу) = Ku = [ео (Гоол) 


= ГГс она, Das] yaya: 


设 hayt) = [aesakG du 
则 pa = [елш 

gpa = [aso fay 1-4) 
式 中 (zt) = [кено шуда ‚ @а1-5) 


由 式 (4.1-2)、(4.1-4) 有 
P= fay + У SRDS de + 2 


sa 
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= Ра) + yusa) fay 


= fG + Rea) fed (41-6) 


式 中 R(z,t 2) = DNT) (тет 
是 积分 方程 (4. 1 - 1) 的 解 核 。 

在 形式 上 ， 式 (4. 1 - 6) 与 式 (2.1- 10)- -#, 差别 仅仅 是 积分 限 从 а, ba, т; З 
表达 式 (2. 1 ~7) 与 (4. 1 - 5) 的 不 同 之 处 在 于 积分 限 从 а, b 换 成 х. 

因此 ， 对 于 第 二 类 Volterra 方程 ， 只 要 求 出 它 的 迄 核 ， 从 而 求 出 它 的 解 核 ， 由 式 (4.1 
6) 就 可 以 得 到 它 的 解 。 

例 4.1.1 求 方程 wz) = 和 red +e, 

R RE 

k,(x,t) = k (x,t) = 

由 式 (4.1-5) 


(хы) = КООШ = [| ==) 


(тм) = [taa G yaa =Í G= du = 905 


Са)! 
К) i 
由 式 (4.1-7) 
S G — D ли 
R(z,t1) = 2 i 
肉 此 方程 的 解 


pa) = 6 +[е е-е = er + xe” 


实际 上 原 方程 可 化 为 微分 方程 的 初 值 问题 
g (z) = ф(х) + e*,@(0) = 1 
它 的 解 与 用 选 核 求 出 的 解 相 同 。 
对 一 般 的 核 , 用 式 (4. 1 - RRR, 计算 很 复杂 . 但 对 一 些 特殊 类 型 的 核 有 一 些 简单 的 
方法 。 
定理 4.1.2 假设 第 二 类 Volterra 方程 的 核 ECz,t) 是 z 一 ! 的 n 一 1 次 多 项 式 ， 它 具有 下 
列 形式 


alr) — 0)? 


Вог) азб) + ai(z)(z — ) + Т + 
吉平 = КЕ (4.1-8) 


1! 
式 中 KA ai(z) 在 [0,oJ] 上 连续 。 
ШЖ СОВУ p 
2—2 83 -- 


8; Ж) 
ЧЁ — Aao 8 + (а) Е + +шу(ов)=0 алә 
满足 条 件 
4 
G3 = a|. == @&1-10) 


WRH glet), WA 


Renia = G1-1D 


定理 的 证 骨 在 此 不 列 出 ， 请 参阅 文献 C4] 。 


例 4.1.2 求 积分 方程 wz) = [Гс овоа + fe) 的 解 核 ， 
Ж IkmW]k(z,.)=z—t2=1,n=2,a(z)=1,a(z)=0(G(=0,2,3,::), JE 


dig(z,ti 
асы = (2131) = 0 


的 解 giti D =a eee 


d, 


由 条 件 (4.1-10)， 即 glze=0, 36 =1 


人 + cz(t)e = 
calte 一 cz(t)e = 1 


于 是 alt) = 1-60) saly 

2 2 
因此 gatis Leem ee) = sh(z — £) 
由 式 (4.1-11)? 


ах? 
ЖЕШ 7ГЕ, SKOT RE, AA 
ZG) = [жш + Со 


Pa) = ф(х) + f(z) (4.1 -12) 
B #0) = f(0),g (0) = 760) (kr i 
而 式 (4.1~12)、(4.1-13) 的 解 为 


Ka) = fG) + Геке 一 DeDdz 
于 是 又 一 次 得 到 解 核 RC(r,t31) 二 sh (x 一) 


Кам) = Е = Cshtz 一 D = sh(z — D 


类 似 地 ， 成 立 
定理 4.1. 3 假设 Volterra 方程 的 核 &(z, 蚊 是 :一 z 的 一 1 次 多 项 式 ， 是 具有 以 下 形式 
кхм) = btt) + biG)G — z) + А ы. Go ам 
则 解 核 
ВА 一 一 — (41-15) 


2 84 — 


RP 8g(Gozih) 是 微分 方程 
号 
te + (һе) КЕ; + +һл@у]= 0 


满足 下 列 条 件 的 解 


= dg 
Ч = + 


例 4.1.2 用 定理 4.1.3 来 解 亦 可 得 到 同 祥 的 结果 。 
例 4.1.3 利用 解 核 求 下 述 方程 的 解 
Ka) = e“ + Pe anar 
解 ” 先 求解 核 。 
(хм) = (тм) = еб 


ыс) = [кею yau = 站 edu — 0 


kalat) = [оңа ddu = еа = tdu 
ri)! 
i 2! 


б D 


sZ 
Ба) ы Bikes 


© кы ч e G — D" 
所 以 К) = Jalat) = үе” зру 


ami "1 


sett e Dl s.a 


s= + 


于 是 方程 的 解 


ч; Ё. “д pê. 
g(z) = e“ 十 Í ec fet e dt = e” + erf е =e" t= 
° 


a 


3， 化 第 二 类 方程 为 常 微分 方程 的 Cauchy 问题 


(4 


1-16) 


stat) 


在 81.2 中 看 到 ， 线 性 常 系数 微分 方程 的 Cauchy 问题 可 化 为 核 仅 是 т—: 函数 的 第 二 类 
卷 积 型 的 Volterra 积分 方程 . 而 在 许多 情况 ,第 二 类 Volrerra 积分 方程 (组 ) 也 可 以 化 为 常 微 


分 方程 (组 ) 的 某 个 Cauchy 问题 。 


如 果 积 分 方程 (4. 1 -1) 的 核 &(z,z) 与 自由 项 fxz) 有 连续 导数 所 (z, 及 忆 (z), 则 对 此 方 
程 ( 一 次 或 多 次 ) 求 导 ， 在 许多 情况 能 把 它 化 为 常 微分 方程 的 某 个 Cauchy 问题 。 特别， 当 核 


&Cz,t) 是 形 如 zx 一 : 乘 寡 的 多 项 式 时 ， 总 能 达到 目的 。 
例 4.1.4 解 方程 


ga) = chx 一 [sC — офа 
解 方程 (4.1- 18) 两 端 求 导 ， 得 到 


OQ 


1-18) 


Z (z) = sh z — [sa = оос 


Pa) = ch z — fshi 042 — gG) 
1 


HRU 1-18) 
rT ф(х) = 0 
初始 条 件 为 
pO) = 17 (0) = 0 
解 上 述 Cauchy 问题 ， 得 方程 (4. 1 - 18) 的 解 
жк) =1 
#l4 s 解 方程 
рс) = 4 + 3r — 4 — [= — pdt 
解 ”依次 求 出 
ФО) = де + 3 — [жов 
Pr) = 4e — @(z) 
而 жоу) = 0, #0) =7 


方程 (4. 1 - 20) 满 足 条 件 (4. 1 一 21) 的 解 为 


P(x) = 2e* 一 2cos z + 5sin z 


对 于 第 二 类 退化 核 Volterra 方程 
щл) = fz) + [Ca et Je 


可 以 用 解 第 二 类 退化 核 Fredholm 方程 要 类 似 的 方法 求解 。 


AAKE 1 - 22)， 立 刻 可 得 
KD = fay + Daf Ош 
= > 


设 
g (z) = Г би )& 


本 = [огой 


于 是 方程 (4. 1 ~ 22) 的 解 可 表示 为 
Kr) = fG) + Уа сода) 
=! 


式 (4,1- 23) 中 每 个 式 子 的 两 端 关于 z К, BARRU. 1- 24) 得 到 
g (z) = bi(z)f (z) + Taa adala) 


| = 0,0007 0а) + D> 71b,(z)a,(z)0(z) 
=ї 


2 86 — 


(4.1-19) 


(4. 1-20) 
(4.1521) 


(4.1- 22) 


(4.1523) 


(4. 1-24) 


(4. 1-25) 


БЕ 00) = 600) 一 … =@(0) = 0 (4.1- 26) 
满足 条 件 式 (4.1- 26) 的 变 系数 - - 阶 线性 微分 方程 组 (4. 1 - 25) 的 解 一 定 存在 。 在 求 出 

R(X)G=1,2,… yn) 后 ,代入 式 (4.1 -24) 就 可 以 得 到 原 积分 方程 (4. 1 - 22) 的 解 wz)。 但 变 系 

数 一 阶 微分 方程 组 的 Cauchy 问题 没有 “- 般 的 解法 ， 因 此 上 述 方法 仅 在 个 别 情况 可 以 使 用 。 
例 4.1.6 解 方程 


Фа) =1+ Í Laide (4.1-27) 
үт 
W 由 于 Yz)= 1 十 二 六 pode, 
f: pidt = g Cr) 


w жаз) = 1 + Tae (41-28) 
但 g(x) 二 zglx), 再 由 式 (4.1* 28), i 
AORE EKAN ф\(х)— R= 
此 外 又 有 9%(1) 二 0， 解 上 述 微分 方程 的 定 解 问题 得 
gp (z) = 人 ee 一 一 1 
于 是 由 式 (4.1- 28)， 得 到 积分 方程 (4. 1 - 27) 的 解 
ga 一 1 十 二 [er 一 一 1j= 二 (er 一 1 


8 4.2 第 一 类 Volterra 方程 


第 一 类 Volterra 方程 经 过 求 导 ， 通 常 可 以 化 为 第 二 类 Volterra 方程 。 
定理 4.2.1 对 于 第 一 类 Volterra 方程 


[асоро = f(r) @.2-1) 


ERED ДӨЯ, ko DALLE), B Ссл) EED a eCa DR аас <b 


连续 ，fa) 一 0， 则 方程 (4. 2- 1) 与 第 一 类 Volterra 方程 


K 22722 _ Р) 
s ems — рала 


等 价 ， 式 (4.2- 2) 是 式 (4.2 一 1) 两 端 对 工 求 导 得 到 的 。 
证 明 式 (4.2-1) 的 两 端 对 x 求 导 ， 得 


KERST + 222222 = f(x) 


由 于 在 所 考虑 的 区 间 上 &Czrvz) 天 0， 上 式 两 端 除 从 Er,z)， 就 得 到 式 (4. 2 一 2) 
另 一 方面 ， 如 果 式 (4.2- 2) 成 立 ， 则 有 


Е т 
| horst)pd| = f'(z) 
А 


(4.2-2) 


~ 87 一 


于 是 [коо = fG) + C 


但 己 知 /(а)=0, ИЖ C 王 0， 这 样 就 得 到 式 (4.2- 1)。 

如 果 在 的 某 一 值 A(zyz) 一 0, 则 在 某 些 条 件 К. 上 述 求 导 过 程 可 以 重复 进行 ,于 是 第 一 
类 方程 就 化 为 第 二 类 方程 。 

如 果 上 述 求 导 过 程 不 能 继续 进行 ， 或 用 其 他 方法 亦 不 能 化 为 第 二 类 方程 ， 则 第 一 类 
Volterra 方程 可 解 的 充 要 条 件 就 是 自由 项 f(x) 属 于 左 端 积分 算 子 的 值 域 。 此 时 第 一 类 
Voiterra 方程 的 解 可 以 用 止 则 化 方法 得 到 。 

方程 (4.2 -1) 亦 可 用 另 一 种 方法 化 为 第 二 类 方程 ,对 式 (4. 2 - 1) 左 端 的 积分 分 部 积分 , 设 


фо) = [podr (4.2-3) 
就 有 Воб) — | ED yd = fO) 
若 &zyz) 天 0, 则 
gr) 一 Jee phe]: pode = #55 462-4) 
i ; 


当 j ж Нин, 方程 (4, 2 - 4) 存 在 惟一 解 y(x)， 再 由 式 (4.2 -3), фл) = 0 (2) 
就 是 所 要 求 的 解 。 

与 第 二 类 Volterra 方程 不 同 , 第 一 类 Volterra 方程 仅 当 自由 项 满足 一 系列 附加 条 件 时 有 
解 , 这 些 条 件 由 核 x(z,t) 的 性 质 而 定 。 特 别 是, 对 于 任何 核 (z,t)，, 方程 的 解 在 zx 二 a 存在 的 
必要 条 件 ， 显 然 是 f(a) 一 0， 这 个 条 件 称 为 相 容 性 条 件 。 

在 重复 上 述 求 导 过 程 时 ,每 次 都 要 注意 ， 对 自由 项 要 求 的 相 容 性 条 件 是 否 满足 。 

例 4.2.1 解 方程 


2 = [овса — D36604: (а 0) (4.2-5) 

А 

解 方程 两 端 对 工 求 导 ， 得 到 
2z = af'costace = 092900) (42-6) 


上 式 仍 是 -… 个 第 一 类 Volterra 方程 ， 两 端 再 对 x 求 导 ， 就 有 
= 40020) 一 asina C = орой 


再 由 原 方程 (4. 2 - 5) ,可 得 
2= аф(х) — az? 


因此 gz)= bar + 2) 
从 武 (4.2- 5)、(4.2.6) 可 看 出 ， 它 们 都 满足 相 容 性 条 件 (0) 二 0。 
04.2.2 解 方程 
[sne -pdt = е* — 1 (4&2-1› 


E RREAK, (21 
— 88 一 


Гое - ород = er 4.2-8) 


gz) 一 [е — 1) фи) = е (4.2-9) 


RU 2- 9) 是 第 二 类 Volterra 方程 , 存在 惟一 连续 解 g(x) 二 2e" 一 x 一 1. 但 经 直接 代入 验算 ， 

它 不 满足 原 方程 (4. 2 - 7). 这 是 因为 方程 (4. 2 - 7) 的 解 应 满足 式 (4. 2 - 8) , 但 方程 (4.2-8) 的 

自由 项 不 满足 相 容 性 条 件 (er|:-,= 1 天 0), 于 是 方程 (4.2 - 8) 无 解 , 因 此 方程 (4. 2 -7) 亦 无 解 。 
例 4.2.3 解 方程 


[е + gd = z G4.2-10) 
解 式 (4.2-10) 左 端 进行 分 部 积分 ， 记 
óG) = [aya ‹(&2-11› 


显然 有 4%(0) 一 0， 宁 是 
(2 + z — уф) | = [вос дй = x: 


2004) + zf pnd == 


а? 


所 以 pa) 十 Гес =š (4.2-12) 


式 (4.2 -12) 是 一 个 第 :二 类 Volterra 方程 ， 它 等 价 于 
Pr) + ró(z) = z, 000) = 0 


解 之 ,得 yl) 一 1 一 et 
再 由 式 (4.2- 11)，9(x) 二 WY (zx)， 因 此 方程 (4. 2 - 10) 的 解 为 


Hz) = zt 


$4.3 Abel 方程 

形 如 
[Эме = лоо 4.351) 
а Сх 1) 


的 积分 方程 ， 称 为 广义 Abel 方程 ， 简 称 Abel 方程 ， 式 中 o<a <l, шау, 式 (4.3-1) 
成 为 
Т2 = дл) (4.3-2) 


1823 年 ，Abel 讨论 了 等 时 明 线 问题 ， 即 Abel 问题 时 ， 首 先 引 出 了 形 如 (4. 3~ 2) 的 积分 
方程 ， 并 用 两 种 方法 求 出 了 它 的 解 ，Abel 方程 因此 得 名 。 


Abel 方程 (4. 3 - 1) 是 一 种 特殊 的 第 一 类 Volterra 方程 , 它 的 核 
ARAE. 


1 
(х—1)* 


ERDER = z 


= 89 = 


Abel 方程 (4.3- 1) 的 解 ， 可 以 用 公式 表 出 。 此 结论 可 由 下 面 的 定理 来 表述 ， 
定理 4.3.1 设 Abel 方程 | Жуй Со 的 自由 项 f(x) 连续 可 微 , 且 f(a)=0, 则 
它 有 惟一 的 连续 解 


— іп xa _ Ра) _ 
жт) = 时 于 (4.3-3) 
证 明 由 于 
fa = | mde 


АЯН TL = :并 关于 u 从 «到 х 积分 再 交换 积分 顺序 ， 得 到 
Ë Ge) a du . f KÒ y 


J|. (z — и)!" а (z — u)! "Je (u — t° 


=[жо@ G= 7 75)“ 


НАРЕКА w 一 :一 y (x 一 +)， 得 到 


А == ds EEN jg (= — ду 

ауа J у) — г) "у(х — 0° 
рар dy 了 
-| ygt 60-р Sma 


: = fa 
于 是 sin | #09 = |, ж sss 


两 端 关于 z 求 导 ， 就 有 


z dF A 
- ф(х) = 了 5 du 


sin ал d ға) 
内 此 po) = — FAN = a 


于 是 , 着 方程 (4. 3-1) 有 解 , 则 必 为 以 上 形式 , 这 就 证 明了 解 的 惟一 性 。 直接 代入 方程 (4. 1 - 
1) 验 证 ， 可 知 (4.3- 3) 确 为 方程 (4. 3 - 1) 的 解 ， 解 的 存在 性 也 得 以 证 明 。 


шарав, 方程 (4. 3 - 1) 的 核 不 是 平方 可 积 的 ， 但 当 0<a<1， 它 的 解 总 存在 且 惟 一 。 
由 式 (4. 3 - 3) 立 刻 可 得 方程 (4. 3 - 2) 的 解 


2 4 fO) 
жш) = 2 “|, = 


由 式 (4.3- 3) 还 可 以 得 到 解 的 另 一 表达 式 , 对 式 (4.3 - 3) жашында ш 
积分 求 导 公 式 


5 y = sin ax £| raya (= — 


_sin ar df С) р уе 

-fw EE ГГ ууш] 
sin ar d (f(a) > ir ар 

„ше d oy [а юй) 


9 а уду аў + fe — D° P dt] 


x 


+ 90 — 


_ Sin ат fia) _ = FPW) Е 
-rs | — =a) 4.340) 


表达 式 (4.3- 4) 提 供 了 Abel 方程 (4. 3 - 1) 在 更 -一般 假设 下 的 解 。 现 已 证 明 ， 若 f(z) 在 
[a, 引 绝对 连续 ， 则 方程 (4. 3 - 1) 在 Lebesgue 可 积 函数 类 中 存在 惟一 解 。 

下 面 证 明 ， 当 S= 为 常数 ) 时 ，Abel 问题 的 解 是 一 族 旋 轮 线 。 

方程 (1.2 ~ 40) 的 解 由 式 (4. 3 一 4) 给 出 (a=1/2) 


1с 
(y) = = 
#9775 
аа S Rs: 
但 sin ñ= сс = = 
л 2 
于 是 y = Si 一 £O — cos 28) 
而 由 式 (1.2 一 41) 
dy _¢2sinBeos Bg с? 
de= anf rm tan Й 48 = (1 + cos 28)48 
因此 


х= Sl g+ dsin 28| +c 
RH, Abel 问题 的 解 由 下 列 参数 方程 表示 
= сда + sin 20) +a 


K 
у= zal — cos 20) 


这 就 证 明了 Abel 问题 的 解 是 一 族 旋 轮 线 。 

以 下 利用 表达 式 (4. 3 -4) 来 解释 Abel 问题 解 的 一 个 性 质 。 由 式 (1.2 -41)， 即 фу) = 
1/sin 8, 因 此 仅 当 解 的 绝对 值 不 小 于 1 时 ， 解 才 有 意义 。 

利用 证 明定 理 4. 3. 1 的 方法 ， 可 以 求 出 推广 的 Abel 方程 的 解 。 

例 4.3.1 求 方程 


= фо _ (4.3-5) 
[s ro = ^® 


的 解 ， 式 中 0<o<1，a<c<z<p，z(z) 为 已 知 的 单调 函数 ， 且 p' (x) 连续 ; f(c)=0, 


ео : 
解 由 于 /G0= 上 人 Ch) pe гж 


*__рш)/биш)› СР p' (WwW) didu 
f {pt} = Бау“ С rf CP) — PDIP) 一 puI 


er pr (du ке 
[ко (сау ийтршу рөх) ‘ 
| га p' (wdu s 
记 |у Gar росу pay 160 
再 设 pD) =, 
а i 


Tama ja w pOr) o 


S“ gy = 


919 0— p()=u[p(z)— pG), RAR 


1а, Срба) — ра)фш) 
е [= wE POIA — w a pO 


' 
= реча = wdw = ва — ш) = СӘГ) 


_ ж 
зїп ат 


由 式 (4.3-6) 


Pfu) 
rC = f кешу O 


šin ат, 
两 端 对 z 求 导 、 就 得 到 方程 (4. 3 - 5) 的 解 
кх) = Sin ez d P Ofu) 


i обун (458—100 
04.3.2 RHE 

Фи) нш 5 

Í =a = fo) 4.3-8) 


的 解 ， 式 中 0а) =0. 
解 方程 (4. 3 - 8) 是 方程 (4. 3 - 5) 的 特殊 情况 , 其 中 p(xz) 王 x?, a 二 1/2。 因此 由 式 (4.3 
-7)， 立 刻 可 得 方程 (4. 3 - 8) 的 解 


gr) = Z z j 
类 似 的 方法 还 可 用 来 解 某 些 多 维 的 Volterra 积分 广 各， 


例 4.3.3 解 方 程 


Сб, уж G A T S aye) 4-359) 


RP Соза) 0 roy 的 已 知 阔 数 ; DD 是 由 y=0, y 一 yo 二 zx 一 zo 及 yy 一 三 一 (x 一 Zo) 围 成 的 
等 腰 直 角 三 角形 区 域 。 

Ж h Foyt) = ytre уд) (yo res y+ z) 
设 (s s. (4.3-10) 


,AT EIF 
及 和 = 十 yo P= J tos ТЖ Jacobi RGE = ©; JER- 2, 而 y=0 变 为 & 十 7 二 0， 


-十 y 一 yo 变 为 E 一 名 ，z 一 zo 一 ?十 yo 一 0 变 为 了 一 加 ， 因 而 
ЕФ = J =. рки C4.3-11) 
NV (о = y- о ж)? М, с — т 

Ж Ф@,фр=фх,у), Ет) = Роу), WLA BB ИЖ 2+7=0, =, т=з 所 围 成 
ВО ОЕ. WA 5, p ЖАЙ ЕН 2,40, ёа, p= НА ЕА 
角形 区 域 。 由 式 (4.3- 11)， 可 得 

1j- déod |: DE, тен = [ FS. n dé dg _ 

23 Ма 08 тә VEDD A (e 608 mn) 
计算 上 式 左 端的 四 重 积 分 ， 得 到 

— 92 — 


| _—  _ p(z,y)drdy 


站 = j ааа Joc заа 
AOON IETEN E mo Dl O ea 


К : 
== Í foeni = [боба 
5% 


N (а — DB — т) 


ERREN а, ARRIR, WE 


Sa 
Ф(а,8) = 2 xë || FS.) ded 


Ba N (а — $0) (B — Th) 


设 (4.3-12) 
则 有 
于 是 
z 2, 
gun = &(&# 20) «4.3-138) 
式 中 guv) = [| аата 
k W (z — уа) — (g — ze)” 


这 里 D 是 zo, y 平面 上 由 »=0, уо лои Ж »—т=— (eu) 所 围 成 的 三 角形 区 域 。 
变换 (4. 3- 12) 正 是 变换 (4. 3 - 10) 的 逆 变 换 。 

同一 个 自 变量 的 情况 一 样 ， 可 以 证 明 ， 形 如 (4.3' 13) 的 函数 满足 积分 方程 (4. 3 - 9). 

在 研究 直线 边界 的 波 的 反射 问题 时 ， 会 引出 形 如 (4, 3- 9) 的 积分 方程 。 

Abel 方程 (4.3- 1 的 解 的 表达 式 (4.3- 3), 除了 可 用 上 述 直 接 积 分 的 方法 得 到 外 ， 更 简 
捷 地 还 可 以 用 Laplace 变换 求 出 。 此 外 , 第 一 -类 卷 积 型 Volterra 方程 亦 可 直接 用 Laplace 变换 
求解 ， 见 § 5.2。 
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1. 用 逐次 所 近 法 解 下 列 方程 。 

аза) = 1-2 + Гараг 

D рш) = z [а Dead: 

G) ж) = 1 + [ой 

(бш) = 1+ Ge pode 

9 ра) 一 1 十 | rod 

(фа) = 1 Гарод 

(CD gG) = + [фаш 
apite 


Opeta f ешш 


Opad =1+ md (p= o2 
2. 求 下 列 核 的 解 核 。 


01) k(z,O)=1 (6) k(z,r) U a> 
(2) kr, 一: (2) klanja” É 
Б == 
(3) k(z,t)= rt (8) &(xz,t) Р 
U) Абсар) а? (9) в) етт" 
ма itg 
(5) Аба) = аз krd = FA 


3. 求 下 列 核 的 解 核 。 

(1) Ar 一 2x 

(2) Аба) 2 00—60) ' 

《3) Абен) = 2302—20) 

4. 设 Volterra 方程 的 核 仅 依赖 于 自 变量 之 差 ，i= 1 


жа) = [Ж — жой + fa) 


PGE, ШОТ ЕК Н ЖК 58k КИСЕ ИЩ УЖ x 一 1。 
5. 试 证 形 如 


hz = KG кужо 
的 任意 核 的 解 核 为 
кад = Кое o 
6. 试 证 ， 对 形 如 
k 一 z р.а 为 正 整数 
的 任意 核 ， 解 核 为 


Колый) = L... 
pP+q+1 


+ WA sss 


7. 利用 解 核 解 下 列 方程 。 

азах) —1- [иной 

@ жа) = et + [egde 

Opa) = z + [эш 

(фа) = z. — | 9p)de 

Opd = hz + Í траг 
ocht 


(0 ба) = 1 一 2r [коа 
f 


Mgao = —1— [дра 

ki lt 
“иф 

@ к) = 1+. 4 |, Egoa 

(9) ф(х) = е + 2f (dr 


в. 把 下 列 方程 化 为 第 _- 类 Volterra 方程 然后 求解 
а) "costz оско = e 
Q [o + gd = = 


(3) Ke — орой = r1 
w | Q r + etdi = £= 

° z 
© [a + z ожо = +e "sin z 


“дй = т 


“gude = f(z),f(0) = 0 
W [isine ~ Dgr = «© —1 
(9) [egde = sin z 


9. 解 下 列 积分 方程 。 
a) | Ear = sin z 


== 
a La = 
s £ t 
0 [00а о @<a<D 
о (z — 0) 
10. 解 下 列 积分 方程 。 


а 


а оро = а? 


P 


(2) [cz — ой 


(3 


"G обод = n — 2 


г? 


(о 人 
о тре Pgd = зт 15 5 
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(5) Ка — оңой = nr 

п. 解 下 列 积分 方程 。 

а) совт — орой = sin x 
@› [=ош = sin z 

G) | shar ора = a'e * 
a) [ерй = sh z 


2 


5) той - 


е) [ee — Орай = sin z 
CD [< Dipode = 2? 
i 


(8) f coste — pt)dt = zsin z 


(9 рока ~ dp = = 


zx 


12 
а [з = Ad = ¿ + z° 


ао) [е — аш + зра = 


aD [е — ал + з) = т\/,| 2) 
I 


= 


as [G — ой =- F 


第 五 章 ”用 积分 变换 解 积 分 方程 


茶 些 类 型 的 积分 方程 ， 例 如 卷 积 型 方程 可 以 用 积分 变换 方便 地 求 出 解 来 。 本 章 主 要 讨论 
如 何 用 常见 的 Fourier E, Laplace 变换 、Fourier 正 荡 余弦 变换 来 解 积分 方程 。 最 后 介绍 
Mellin 变换 与 Hankel 变换 ， 并 利用 它们 解 某 些 类 型 的 积分 方程 。 

用 积分 变换 求解 积分 方程 ， 基 本 思路 是 对 积分 方程 的 两 边 作 革 一 种 积分 变换 ， 然 后 利用 
积分 变换 的 性 质 把 原 方程 化 为 肾 丽 数 的 代数 方程 ， 再 解 出 象 函 数 ， 最 后 利用 反 变 换 求 出 聚 原 
函数 一 一 积分 方程 的 解 来 。 


55.1 用 Fourier 变换 解 着 积 型 Fredholm 积分 方程 


对 于 卷 积 型 的 第 二 类 、 第 一 类 Fredholm 积分 方程 ， 即 当 Fredholm 积分 方程 的 积分 限 为 
一 so，co， 核 是 自 变 数 之 差 的 通 数 时 ， 可 以 用 Fourier 变换 求 出 解 来 。 


1， 第 二 类 卷 积 型 Fredholm 积分 方程 
对 于 第 二 类 卷 积 型 Fredholm 积分 方程 
ж) = fa) + [ьа dd (5.1-1) 


щ /(z)€ Ll, +оо), kz)ELa( 一 co 十 ceo) 时， 对 式 (5.1 -1) 两 边 作 Fourier 变换 ,并 利 
用 卷 积 定理 可 得 

Dlo) = Flw) + VEK (Dw) (5.1-2) 
RHOF (MD), Ра) = # FE), KC) =3r1kCe)), Ц 1 УК w0 В, 从 式 
5.1 - 2) 可 解 出 


过 
Do = TK) 
求 反 变换 就 得 到 
1 M _ 00) 


еу pi AS 
сЕ кла ыштын 


如 果 对 于 o 的 某 些 实数 值 , 1 一 V2x 天 (wo) 一 0, 则 方程 (5. 1 - 1) 通常 没有 在 全 数 负 绝对 可 
积 的 解 。 


2， 第 一 卷 积 型 Fredholm 积分 方程 
对 于 第 一 类 党 积 型 Fredholm 积分 方程 
Г kir — орй = Fa) 


两 边 作 Fourier 变换 得 
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VIK (ш)Ф(ш) = F(e) 
h Фш)=.#{фх)}, F(e)=.Z (fO). жү 


Fe) 
Ф(о) = 去 Kto) 
所 以 Ф г 09 Кош), 
т) = К(®)° edw 
Msi здаў, 求解 
ж) = fa) + | e дой 6.1-3) 
解 设 02) Ф000) 9 (УС) Еа), 而 
Ко) = Fle) = = 
= 
КС Ж дад гк тд 
= {== + [езш] 
_ _1 1 сд. о. _ 
-etne -Vin с) 


方程 (5. 1 - 3) 两 边 求 Fourier 变换 得 
Pw) = Flw) + maè 


glo = в) + 22 ;Ф(а) 
所 以 Pw) = 一 ! S Fen 
因此 ,方程 (5. 1 - 3) 的 解 为 
Г ар 1+9 = а 
pa) = 多 -1(g(w)) = zzl- OS ORT zF (wje dw (5.1-5) 


例如 ， 当 rz) 一 e 时， roia 由 式 (5.1-5) 


e 


PA Š | x 
po Зерт и рч 


L UTP 2 1 ue 
= ^ == = є"“д 
Jal ту 24) + š 


galiz 1 | 
М ra 
再 由 式 (5. 1 - 4) 及 Fourier 变换 的 相似 性 质 得 

ф\х) = 


re ече 


dw 


-Ala 


м1 — 24 


上 式 亦 可 用 国道 积分 得 到 。 
例 $.1.2 已 知 一 个 沿 轴线 分 布 的 电源 , 它 在 与 此 轴 垂 让 的 两 个 平行 的 接地 平面 (= 0 与 
3 一 名 之 间 形 成 一 个 静电 场 。 设 在 无 界 空间 中 原来 的 电场 强度 为 已 ;在 y 一 0，y==h 上 所 感应 
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的 分 布 密度 为 m(z) 与 mw(z)， 则 它们 满足 下 列 积分 方程 组 


Eil h fte on(t) 
мв = БА Рр @1-® 
Жы Һ (+= Solt) 
aG) == Буза — = пту (5.1-7) 


R ”对 每 个 方程 的 两 边 作 Fourier ЛЕ, orlo) 077 (0002), д (а) =F {о (z)), 
E,|,= = foa), ЕС), fat) = (f,(z)), ADF (f(r)), ЖШ 


Po) hl омой у 
аги т МЕИ Wa ph а 
-o Аю h рр абод 
Galw) = 2r =i =] ` G t + W° dz 


变换 上 述 两 式 右 端的 积分 顺序 并 利用 公式 
[| соза g hl 
PEFR 2h 


就 得 到 56《w) 与 5,(w) 所 满足 的 线性 代数 方程 组 


(ш) 十 Z= ae -— 
т 
озна + бш) =— 00) 


解 之 得 

1 

Б) + —=e * ” fi(w) 

2,60) = Se s 
2к — е 
2. 1 4 
= filo) — ~ce fw) 
dh(w) = Эк Айк ы 

因此 


+e. 
slwe dw 


TOE 08 
аг(х) 一 l- 


‚ею + eho) 


= zz edw 
=) 2л — е 
Ле + =e eo x 
au(Z) 一 一 ын Zn еже e dw 


3. А Fourier 正弦 或 Fourier 余 蓄 变换 解 积 分 方程 


核 为 正 纺 函数 或 余弦 函数 , 积分 限 为 (0,co) 的 积分 方程 ,用 Fourier 正弦 变换 , 或 Fourier 


余 缠 变换 解 起 来 比较 方便 。 
зр 


车 Fi) 在 [0,co] 连 续 且 绝对 可 积 , 在 上 轴 上 的 任何 有 限 区 间 具 有 有 限 个 极 大 值 及 极 小 值 ， 
则 70) 89 Fourier 正弦 变换 、Fourier 余弦 变换 分 别 定 义 为 


Fay = 4) 2 |, fO sinode 6.1-8) 

F = 4] 2 [facos (eode 6.1-9 
它们 的 反 变换 分 别 为 

f(D) = Үт, F.GOsintz)dz (5.1-10) 

уа) 一 ҮҮ L F.aoeosazyq= (5.1-11) 


i$ ЕС) H 7(O)( 一 co<t<oo) 的 Fourier ER FUO), 34 SOR r МИАТ, Ест) 
=F; 当 ОТИТ РС) Р, Сг) о 
15.1.3 求解 


Јоза = е 
o 


V 2 | woDsintzodz = V2 
x Jo т 


上 式 左 端 为 g() 的 Fourier EZER. B 2. 


变换 公式 (5. 1 - 10) 得 到 


0 一 站 cancodz= 2 esas = 2 Tf 
例 5.1.4 求解 在 过 论 弹性 薄板 的 振动 问题 时 所 出 现 的 下 列 积分 方程 
fo) = эр|, жї 总 gz)dz (5.1-12) 
式 中 glz) 为 未 知 函 数 ; f (4) 为 已 知 谨 数 ;5 为 常数 。 
E 式 (5.1-12) 是 一 个 第 一 类 积分 方程 为 了 把 它 化 为 可 用 Fourier 正弦 变换 求解 的 形 


R PEERK: = =v, WRG. 1 -12) 化 为 


А) = аа) іа avdv 


解 由 于 


e- 是 未 知 函 数 phy Fourier 正弦 变换 , 由 反 


于 是 
Г» \ S 
21 [去 = Z| A/T) sin аф 


aa) 2 Ля vae 


一 网 24 И] vada 


代 回 原 变 基 


HX)=- 


Tjo 


20 Ba 


以 下 利用 Fourier 余弦 变换 讨论 一 个 积分 区 间 为 无 穷 的 奇异 积分 方程 。 
由 式 (5.1-9) 及 (5.1- 11) 得 到 


EG) +f = E 0 + feos sd 
这 说 明 ， 对 任意 选取 的 、 满 足 前 已 指出 的 条 件 的 函数 f(1)， 函 数 F.(7) 十 A(z) 是 积分 方程 
pa) 一 af ocos (zna 6.1713 


的 、 与 特征 值 — 2 maiti, 由 于 с), BL ЕЖЕ {НА ЛУ ЖЕ: 
无 关 的 特征 函数 有 无 限 个 . 这 是 由 于 式 (5. 1 - 13) 是 - ' 个 积分 区 间 为 无 穷 的 奇异 积分 方程 , E 
的 特征 函数 具有 与 Fredholm 积分 方程 的 特征 浮 数 不 同 的 特性 。 

例 5.1.5 讨论 积分 方程 


gr) = А woeostrodz (5.1 -14) 


的 特征 值 与 特征 函数 。 
解 取 f(z)=e-“(a>0) 


2 [2 a 
于 是 Р(х) = КАЈ e “оз 一 2 二 全 二 


因而 特征 值 :一 /2 对 应 的 特征 函数 为 


а) + F(z) = e= + |Z 2—5 


ята 是 一个 任意 正 实 芍 ， 因 此 等 企 信 \ ZNN REEE ERNE RRA, 
由 式 (5.1 -9) 及 (5.1- 11)， 还 可 得 出 


í 


га) во | 2 |, С— Р.) + Oosa de 


ка 
=- ү| СР) -有 GO]cosCztdt 


зан Јона, аян, пакса), TESEN 2 
раи ед 


a [2a 
коа +22 


(а > 0) 
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$5.2 M Laplace 变换 解 积分 方程 


利用 Laplace 变换 除了 可 以 解 第 二 类 、 第 一 类 线性 郑 积 型 Volterra 积分 方程 (组 ) 外 ,还 可 
以 解 非 线性 卷 积 型 Volterra 积分 方程 和 含有 卷 积 项 的 线性 积分 微分 方程 。 


1. PERRY Volterra 积分 方程 
第 二 类 卷 积 型 Volterra 方程 
жо) = F + [Ж рой (5.2-1) 


如 果 式 中 的 S), АС REER, ERMAR. HAER, 式 (5.2- 1) 的 解 wz) 也 是 
指数 阶 的 ， 于 是 f(x)、k(x) 及 pah Laplace 变换 (在 半 平 面 Reb>?) 存 在 。 
设 Slgel) =OP), @[f(z)) =F(P), (АС) ) = КСР), RG. 2- DAIR Laplace Ж 
换 ， 并 利用 乘法 定理 ， 得 到 
ФСР) = F(P) + K(P)@(P) 
у K(P)=1 时 


EP) 
1- КОРУ 


Ф(Р) = 
所 求 的 解 为 


po = if EE] 


1—K(P) 
例 5.2.1 求解 
gx) = sin > + 中 sosc pd 
А 


解 PDP), 由 于 sin т) a 
Laplace 变换 ， 并 利用 乘法 定理 ， 可 得 


PP) = 


， 方 程 两 端 对 z 求 


(сов х) == 


2P 
PFI 
55 we 
了 是 a= рту 
所 以 glr) = re 


h. PP) 


Li 
Pr+1 


2. Ж-Ж ЖЯ Volterra 积分 方程 
对 第 一 类 卷 积 型 方程 
[ра — ожо = fco) (8.2-2) 
设 ZEK), Ф{ф(т)}=Ф(Р), GIEF), 式 (5.2~2) 两 端 求 Laplace 变换 ， 
并 用 乘法 定理 ， 得 
天 (P)@(P) = FP) 
зу K(PDZ0 W$ 
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Ф000 = Ку 
PE р КОЕ | 将 是 方程 (5. 2 - 2) 的 解 。 
例 5.2.2 求解 


== [а +а4@— z) + @— рй 
解 ” 原 方程 可 记 为 
[а — G — D + (z ogede 
上 式 两 端 求 Laplace 变换 ， 并 用 乘法 定理 得 


P= 20) ФР) + 2 Zap) 
1. жу 
-[# + јер 
Я _ 6 1 3{_1 1 
于 是 PP) = E PDP -a Р 
所 以 ж) = (fede оаа) er — ae + 2 
例 5.2.3 fg Abel 方程 
[25% = fu) 6.2-3) 


解 设 名 (ge))}=@CP), 9070) РСР), 对 式 (5.2 -3) 两 端 求 Laplace 变换 ,日 利 用 
乘法 定理 ， 就 有 
PC 一 < 十 1 


Ф(Р) = ри = F(P) 
_ Е(РУР-®! 

FE EI ly 

由 Gamma RRHH Oreta T 


sin nal’ (a) PHF (P) _ sin та 


ФР) = ч 


由 于 IHOP) =, 因此 
HTP FP))= [= = уаш 


-f a TO 
С о 


"Pop" Tt 


从 而 THPT) = ¿| |° а) 
x. sin ла d a) 
所 以 | у = Эле 2. ү. c) 
例 5.2.4 解 积分 方程 
[= ppde = 6.2-4) 
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нт A20, 8> 一 1。 式 (5,2 -4 是 一 类 比 Abel 方程 更 -- 般 的 积分 方程 , 在 物理 学 、 工 程 技术 
问题 中 经 常 出 现 。 


解 ” 对 式 (5.2 4) 两 端 求 Laplace 变换 ， 利 用 乘法 定理 .得 到 
Ф{(х#}‹&{ф(х)} = (х3) 


设 pA, ШЧ sr ЕП, Ф\г)= ГА О, 于 是 


Pin 
SPAD ы 
ФР) = per PG TD 
a| | l ШНЕК ЕЕЕ 5 
但 85| ва 


因此 ж) = ФР) = pg SD 


3， 非 线性 卷 积 型 Volterra 积分 方程 
对 非 线 性 卷 积 型 Yolterra 方程 
(а) = fir) + ШЕ = tdt (5.2-5) 


З 9 (ф(2)} =ФСР), @(f(z))=F(P), RG. 2- 5) Ж Laplace 变换 、 可 得 
ФР) = FP) + 2ФОР)ФОРУ 


РЁ АФ (Ру — DP) + F(P) = 0 
BP) = La - ОРО» 
车 光 18(CP)) 存 在 ， 则 它 就 是 原 方程 (5.2 - 5) 的 解 。 
例 5.2.5 求解 


à 


[жог = д4 = n 
ў J 
解 EDP), FRAR Laplace 变换 ,可 得 @(P)= 去 ,于 是 @(P)= 土 声 . 


FA gD =r, p= GA, WRAN RHEE -. 
4. XIRRI Volterra 积分 方程 组 
利用 Laplace 变换 还 可 以 解 下 列 形式 的 Volterra 积分 方程 组 
g€) = flr) + She = фб G= 1,25) (5.2-6) 
Жир Асе), Д.Е, ЖИБЕ ЖЕРЕ ЖГ, 设 它们 的 Laplace 变换 存在 。 对 方程 组 (5. 2 - 6) 中 每 个 
方程 的 两 端 作 Laplace 变换 ， 得 到 


BP) = Е.Р) + DEPIBAP) (=1,2,,5) 
=l 


Hp DPS ipa), FPSS), KP Eka) 
解 上 列 关于 加 (P) 的 线性 代数 方程 组 ， 得 到 B,(P)， 它 们 的 象 原 函 数 就 是 积分 方程 组 
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(5.2 6) 的 解 q(x)。 
例 5.2.6 求解 


jaw =1— СЕЛО 一 Jaya: 
(5.2-7) 


do 
ko = 4r - Гес + (ы — idp, adt 
解 对 式 (5.2-7) 的 每 一 个 方程 现 边 求 Laplace 变换 ， 得 到 


= EE p + 
[ее еф р) = рФиР)› 
С (Р) = 点 一 二 5(P) + Ф, (Р) 
2 Р? Р 1 Р? 1 
uh b (P)=%(g G), ФР) = pa) WZ. 得 
ИЕ 1 
орот 1 (PHY 
3+2 三 是 -过 а, 8 _1 
PP = PEP A I: 9Р2 ЗОЖ ӨР +1 
求 反 变换 ， 得 


5. 积分 微分 方程 
考虑 含 卷 积 项 的 线性 积分 微分 方程 
g” (G) + ag" (т) +++ + аа) + уе — HP Udi = /(т) (5.2-8) 


= 


RP ao an “O а, 为 常数 ; ka) AOG VABAR ро) ЖЖЖ. E 
解 条 件 为 
Ф0) = pp (0) = h TEO = g" (5.2-9) 
解 BLD), PLEK AP) (J=0, 1, =", s), @(f(z))=F(P), J 
HRR Laplace 变换 ， 得 到 


BP)IP + аР ++ +. а, + DKAP)P')= АР) (5.2-10) 


其 中 АРУУ Р АНЯ, HRG. 2 ЗОН ФОР), 它 的 象 原画 数 就 是 所 要 求 的 解 。 
例 5.2.7 求解 
ga) 1 Гезе оа = en (5.2- 11) 
фо) = g (0) = 0 (5.2-12) 
解 Hape), ARG? 12) 得 
0и (29) = POP), 002) = POP) 
对 式 (5.2 -11) 两 端 求 Laplace 变换 ， 得 到 
T — 


РФР) + ph POP) = р 


ы 90) = руу 


因此 Kr) = хеб — e" + 1 


6， 积 分 区 间 为 (z, 十 co) 的 积分 方程 (z 为 正 数 ) 

在 一 系列 物理 问题 中 , 会 出 现 积分 区 间 为 (z, 十 cc ) 的 积分 方程 , 它们 亦 可 用 Laplace 变换 
求解 。 

设 pult oh Laplace 变换 存在 : ФОР) = 9002) (е х), MRE 


= k(z - Dede) = K(— PSP) (5.2-13) 
RP KO P= f kc ede 
证 明 Ж = [07% — сбое) ета 
交换 积分 顺序 得 


=й = | (e = De dz jp dt 
设 rz 一 上 一 一 xx， 上 式 就 化 为 
(人 = [a юе du Joode 
-f f = k(— u)e™™du Jo Jede 


=U EC изе da Jp e “de 
=f (fke Dedege rdt 
再 交换 积分 顺序 ， 得 
m= [ee е” (f woe ralar 
= [к ое {жоно = х)е -dt ]dz 
= [e х)ейл + ФСР) = K(— Р)Ф(Р)› 
利用 式 (5.2 - 13? 可 以 解 下 列 形 式 的 方程 

ж) = fu + | +G Dode (5.2-14) 


式 (5.2 -14) 两 端 求 Laplace 变换 ,得 
PP) = Е(Р) + КС- PDP) 

式 中 RMH) 
TE BPs (КС-Р)51) 
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求 反 变换 ， 得 到 


P AN tas. FEP) 
PD) = alaa O RC PS QP G= ReP) 《5.2- 15) 


它 是 方程 (5.2 - 14) 的 一 个 特 解 。 
需要 指出 ， 为 使 解 (5. 2- 15) 有 意义 ， 天 (一 已 ) 与 天 (P) 的 解析 区 域 必须 重 堆 ”。 
例 5.2.8 求解 


жт) = z+ [едй (52-16) 


解 W Sasar, Аа) =е 


у 1 "йк 1 
所 以 Р) = р KO P) everdr= gp 


式 (5,2 -16) 两 端 求 Laplace 变换 ， 就 有 


1 上 Ў 
Ф(Р) = р + 5 peu) 


(ReP < 2) 


解 之 ， 得 
Ж Spei a u m ЧА 
РР — 1) Р? РР — Yy 
所 以 wzD) 一 z 一 zx er 一 2r r1 一 e7 昆 方 程 (5.2- 16) 的 特 解 。 

方程 (5.2 -16) 及 它 的 齐 次 方程 g(x) = | e*” “gktydt 也 可 以 用 化 为 党 微分 方程 的 方法 
求解 。 

式 (5.2- 16) 的 齐 次 方程 的 通 解 为 mez， 因 此 ， 方 穆 (5.2- 16) 的 解 为 Ce" 十 2r 二 1， 式 中 
CCC=C, 一 1) 为 任意 常数 。 


Ф(Р) 一 


7. 广义 来 法 定理 及 其 应 用 
PUREE iA) (P), ибт) SUPE P, APUS (РУР 
的 解析 函数 ， 则 成 立 
«(Г pre) = PaP UP) (5.2-17) 
ШЖ и(хт,т)=и(х—т), q (P) =P, W 
[жш — ёс = PUP) 
i 
此 即 通常 的 敢 法 定理 。 式 (5. 2 -17) 可 写成 
«ФР ОЭ} = Puts dr (5.2-18) 


式 中 gG) == @7!{Ф(Ру},и(х,т) == WUP eT) 
广义 乘法 定理 常用 来 求 反 变换 。 
| 


1 | 
例 5.2.9 &ЁЖ®(ф\л))=Ф(Р), же VPJ. 


解 利用 式 (5.2- 18)， R UQ) 4(P)= 万， 此 时 
= Op 


查 积分 变换 表 ， 可 知 


由 广义 乘法 定理 ( 式 (5.2- 18)) 得 


P E 0 yl = 1 
|= [P= G 
JPP?) Гео —=е бах 
1" É 
二 一 | Pr)e idr 45.2-19) 
миг! 


式 (5.2 -19) 本 身 是 CREAR, CT Ж ҖЫ ДШ —1 ЩЙ], 
例 5.2.10 求解 


(5.2-20) 


解 Flp) 一 有 (P)， 式 (5.2 -20) 两 端 作 Laplace 变换 ， 利 用 式 (5.2 - 19) 得 到 


Фр 1 
МК Р 
+ ФР) 二 
是 туы 
所 以 ФР) = р 


因此 wz)?=1(Czr>0) 是 式 (5.2- 20) 的 钟 。 
E M [> [2 Tl = рле Om, 1.2, "0. HP Л, (и) 9 п 阶 的 第 一 类 Bessel 


В, НЯ, ч ао ааа Mi 1 一刻 e 下 ,由 相似 定理 


P 
ә -一 1 {нур 
GJS = ре (5.2- 21) 
ВОЕНЕН ЕЛЕНА, PANEME., 
05.2.1 求解 
Pr) = re 下 2 Мае) gdt САГ 5 1) (5.2-22) 


E Bega) = ФОР), RG. 2 - 22) 两 端 作 Laplace 变换 ， 利 用 式 (5.2-20 及 (5.2- 


а 5.2- 
BP) = p+ DE T alp] (5.2 - 23) 
ЕШ] 
Ке З л, Б; 
Фр! (рр АРС (5.2 24) 


由 式 (5,2 - 23) 405.2 -24) 得 到 
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1 АР 
ФР) = АР да 
= рът рт ТТТ? 
解 之 , 得 
Ф = 
Бу Р РТУ рту) 
galt). 
因为 и 
Y ә T Жы Кы Saw 
所 以 е ЕЕ 
ые 1] ы. 9 
12 (вр: (лет) ° Ze 
因此 ех) = — Cre’ 4 дет" Ате "9 = —L ze + Асет 
п а 1 +Z 1 РЫ 


8 5.3 用 Melin 变换 解 积 分 方程 
Mellin 变换 是 一 种 重要 的 积分 变换 ， 它 在 解决 弹性 理论 及 含 随时 间 改 变 的 变 参数 系统 的 
问题 中 有 广泛 的 应 用 ， 并 和 且 可 用 来 解 某 些 类 型 的 积分 方程 。 
l. Mellin 变换 及 其 性 质 
设 fO) >o 时 有 定义 ， 且 对 适当 选取 的 数 Q o 满足 条 件 
[иоле <+ co 


„ (5.3-1) 
| (ft de <— ос 
1 
ЫЛ 
К Ме MG) G= + ir, << o) (5.3-2) 
X SOA Mellin 变换 。 
Mellin 变换 的 反 演 公式 为 
Р = A [U Me ds (022 0,0) <0< 0) (5.3- 3) 


Dilsa 
式 中 积分 沿 平 行 于 s PE AER R: Кезо fT, ЯЛЕ TES X TFI £, 
Mellin 变换 与 Fourier 变换 、Laplace 变换 有 紧密 的 联系 , 它 的 许多 定理 , 可 以 从 Fourier 
变换 、Laplace 变换 相应 的 定理 ， 通 过 变量 代 换 得 到 。 
性 质 1 设 MiAFG)} 存 在 上 为 Rs)，a 为 一 个 正常 数 ， 则 МОРС FERRY. 
Mif lat) = a MISO} = aF) 63-4) 
性 质 2 成 立 


м [св оч |= FG + ӘС = зач 8) 


RP ЕО) = МР), GCs) 二 Mig(x)}。 特 别 是 ， 当 a=0,， p=0 时 
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m|| fangede) = FOGA —- s> 


或 MIFCOOGCO —)) = |, (тюй 


AF M'ER Mellin 变换 的 反 变换 。 
性 质 3 成 立 


| косо) 


式 中 FG)=M(fOz)), Сб) =М{(е(а)}, 
2. 用 Mellin 变换 解 积 分 方程 
下 列 形式 的 积分 方程 


an= + ГА 1 


Й 


可 以 用 性 质 3 方便 地 解 出 
设 бл), Дх), kefy Mellin 变换 存在 ， 


(5.3-5) 


(5.3-6) 


(5.3-7) 


(5.3-8) 


М{фбх)) = Ф(),М!\/(ж)} = Е), МЕСЕ) = КО) FC), K (з) 公共 带 形 区 域 o< 


Кез<Со; 中 解析 , 
式 (5.3-8) 两 端 作 Mellin 变换 ， 利 用 式 (5.3 -7) 得 
Ф(з) = F(s) + KOG) 
X K (s)2:1 时 
Фә = г 
再 求 反 变 模 ， 即 得 方程 (5. 3 - 8) 的 解 Cr). 
例 s.3.1 求 积分 方程 
(лт) =e + ИКЕ Ea >0) 
的 解 。 
M R e “的 Mellin 变换 ， 作 变 最 代 换 一 zz， 得 
Ме rd 


а а 
ЖФ Г (s) X Gamma 函数 。 当 a 一 1， 就 有 
M|1e2]= Iro = Ко) (керо 
FGs) 与 类 (3) 的 解析 区 域 相 同 。 


方程 (5. 3 - 9) 两 端 作 Mellin 变换 ， 利 用 式 (5. 3 - 7) 得 
Фо) = E2 4 rogo 


а 


ЖФ Фз)=М{ф\х)}. 


因而 ' @G)= 9 


a(i = Jro) 
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(5.3-9) 


(Res > 0) 


由 反 演 公式 (5. 3 - 3) 


аре Г ds 
жш) = a|. L po way G> (5.3-10) 
式 (5. 3 -10) 右 端的 积分 可 利用 留 数 求 出 。 
当 ar>1l, 取 位 于 右 半 平面 的 半圆 周 为 积分 力道 , 此 时 被 积 函 数 有 惟一 的 … 阶 极点 5—3. 
使 1 一 二 PC? 一 0。 于 是 
2 
ф(х) = 090) (ах > 1) 
фф (3) 为 在 点 :=3 处 Gamma 函数 的 对 数 微 商 : 
Day 3 
ID = pQ) 2 7 


式 中 7 为 Euler 常数 。 
ахі, ВИН а 是 1 一 二 PCs) 的 负 根 ， 于 是 


у= р р 
pa) = ЭЭ (аңы) “<D 
式 中 pE Гоо ДЕҢ * 一 xs 人 一 1,2,…) 的 值 。 因 此 ， 积 分 方程 (5.3- 9) 的 解 
一 -和 一 (а>) 


(3 -~ 2v) (ах)? 
pa) = 


ENN 
u 22: Camps) (az < 1) 
HARG. 3 - 6 可 以 求 出 Fuchs 积分 方程 


ж) =S + Гарой G8.3-1D 
的 解 。 
方程 (5. 3 - 11) 两 端 求 Mellin 变换 ， 并 利用 式 (5. 3 - 6) 得 
ФО) = ЕО) 十 天 (0860 — s) (5.3-12) 
ERTH sH 1 一 * 代替 ， 得 到 
Ф 5) = FQ 5 + КО Ф) 6-3-19 


HRG. 3-1285. 3-1344 
Bs) = FG) + KOFA — s) + K(1 — s)6(8)3 


于 是 
_ FG) + КОЕ — s) air 
Фо) = FOKOK) 53710 
它 的 反 变换 就 是 Fuchs 方程 (5. 3 - 11) 的 解 
_ 1 t= FG) + КОЕП з), 
Фб: ll pe gy E 
例 5.3.2 求解 
фт) = f) 十 [2 [aysana (5.3-15) 


一 11 一 


á 
解 AFRE A Fuch FE, Eh kG оа Zoster), FERA f eos z 


[ы 
Ку = Mik) = ИН! (cos тЭа'-1йт (5.3-16) 
Н 
再 利用 Gamma 函数 的 定 文 


| = Го) (5.3-17) 
来 计算 ( 式 5. 3-16), PERH z==ix,， 则 


zl =i" tldr= йу, 


于 是 


[am = Го) 


8-е, EN "е2, АЙП 
Гета = e Pr (u) 


А 
因此 | aaa = PPG) 
两 边 取 实 部 ， 可 得 

[ов az = cos BP) (5.3-18) 
由 式 (5.3-16) 及 (5.3 -18) 得 


- 
KORENE TCDeos 5 
{з Al) 
从 而 KO = s) = A ETA — eos 5-5 
jo 
= LEN к — s)sin 2 
于 是 KOKU — 9 = сов Tsin ГГА — э) 


= Asin ms + TOG)DO — 3) 
由 Gamma 函数 的 余 元 公式 PCOPG 一 9) 一 5 8 
KOKO © s) = А 
车 MIF) = ЕС), MERG. 3-144 
фу EO + КООР 9 _ FPG) KOFU — 9) 


1— КОК — 0) 1- 2 
原 方程 (5. 3 - 15) 的 解 为 
g(z)= М! EULER ға 2) 


1 
1—2 


M-1(F(s)) + M IK(s)FO — s) 


Hk ет 


TIM (KRG ~ s) 


HARC. 3 - 6)ufí8 
gm)= Rf) A |7 ОДО 


у 
I zla Ž cos лаға) 


то + у], cos ий 


$ 5-4 Hankel 变换 Ж Hankel 变换 


1，Hankel 变换 及 应 用 


IH n Bi Hankei 变换 定义 为 
F.Q) = Htf} = [ Q) fer (5.4-1) 
式 中 LADH п ЙЖ—Ж Bessel 函数 。 
Hankei 变换 的 反 变 换 为 
fe) = H NF.) = [ao Faa (5.4-2) 
用 分 部 积分 法 可 以 证 明 ，n 阶 Hanket 变换 可 以 把 Bessel 微分 方程 化 为 代数 方程 
н, (82+ Тан FO 64-3) 


以 下 将 用 Hankel ERER E BLR E A, 说明 Hankel 变换 在 解 边 值 问 题 及 
导出 对 偶 积分 方程 组 中 的 应 用 。 
讨论 由 хОу 平面 的 一 个 带电 聊 板 形成 的 电场 , 设 由 单位 陪 盘 (0<<x* 十 y<<1) 上 恒定 电 
位 w 所 产生 的 电位 分 布 a(x,8,z) 是 柱 对 称 的 
u(r,0,z) = u(r,z) 
Cr,g,x) 为 空间 点 的 柱 坐 标 。 且 在 单位 圆 盘 外 是 完全 绝缘 的 。 
通常 ， 一 维 空间 的 电位 分 布 x(r,8,z)? 满 足 柱 坐标 形式 的 Laplace 
方程 
дши, lu, lau s= 
天 rar тов 
由 于 电位 在 圆 盘 是 柱 对 称 的 , 因此 与 角 8 жк, 所 以 u(r ,zx) 应 该 满足 


Luplau Fuy 
2 U rar ar 


0 <r < co,0 < z < oo (5.4-4) 
由 于 人 在 单位 圆 盘 内 电位 ve 不 变 , ERARE, 因此 混合 边界 条 
件 为 


ur, =u OLL) 6.4-5) 
#0) =0 0 ноо) (5.4-6) 


除了 上 述 带电 圆 板 的 电位 分 布 问题 外 ， 在 讨论 一 个 在 单位 圆 盘 内 温度 恒定 、 单 位 圆 盘 外 
绝热 的 稳 态 温度 分 布 问题 ， 及 完全 流体 通过 刚性 壁 上 加 和 孔 的 无 旋 流 速 场 问题 时 ， 都 会 引出 上 
述 形式 的 混合 边 值 问题 。 

以 下 用 Hankel 变换 求 出 上 述 带 电 脱 板 问题 的 解 。 


设 UQ,z) = Holulr,e)} 
RP 26, H 0 И Hanke 变换 。 
则 
UGQ,z) = Г ru бе se)dr (5.47) 
对 方程 (5.4 4) 两 端 作 零 阶 Hankei 变换 并 利用 式 (5, 4- 3) (п =0), 18 
Ua, Í = Ф090 6.4-8) 
н) = de F 

它 的 一 个 有 界 解 为 

UQ,z) = Ae (5.4-9) 


为 了 求 出 任意 函数 4(4), 需要 对 象 原 函 数 x(r,z) 在 z— 0 的 一 个 条 件 作 Hankel 变换 , 但 
是 很 遗憾 ， 这 个 条 件 一 部 分 由 式 (5.4 - 5) 即 и (6,0) а 给 出 ; 另 一 部 分 由 式 (5.4 - 6) 即 
AOOO 给 出 ， 这 不 符合 求 Hankei 变换 的 要 求 。 

4(4) 可 以 利用 由 混合 边界 条 件 (5.4- 5).(5.4-6) 导 出 的 对 偶 积 分 方程 组 来 确定 。 为 此 ， 
对 式 (5.4-~ 9) 两 端 作 Hankel 变换 的 反 变换 ， 可 得 象 原 函数 


абл) = [ukan Аде sd (5.410) 
再 对 式 (5.4~ 10) 中 的 u(r,z) 用 混合 边界 条 件 (5.4 - 5)、(5.4- 6)， 得 到 
иб ГАА СОФА = ш; (< r< D (5.4-11) 
аар, [додао = 0 G < r<) (8.4 - 12) 
从 下 面 关 于 零 阶 Bessel 函数 J,Qry08 Bi n t to, 
[, ЕСТЕ 


Га АЈА = 0 GQ <r< eo) 
可 看 出 ， 对 偶 积 分 方程 组 (5.4- 11) 《5.4 -12) 的 解 为 


Aa = 260 sin À 64-13) 
n 2 
把 式 (5.4- 13? 代 入 式 (5.4- 10)， 就 得 到 带电 圆 板 问题 的 解 
Г, a Sin А 
u(r,z) = |, bOr z a, (5.4714) 
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2. 有 限 Hankel 变换 
Fr) 在 有 限 区 间 (0,ce) 的 (= 阶 ) 有 限 Hankel 变换 定义 为 


БЕХА) = Гала» (5.4-15) 
式 中 (Аа) OEFA 
Һа) = 0 (= 1,2,0) (5.4-16) 
利用 Fourier-Bessel 级 数 容易 看 出 ， 有 限 Hanke! 变换 的 反 变 换 为 
_ 2 sn J.Q) 5 
fn 一 a DFe) йад (5.4- 17) 


Жїр Ju(Cz) 的 零点 ал Т А Т. 
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L 解 下 列 积 分 方程 。 
азе) = fe) + + | "ой 
0 (> 0 

AR SS f (0) 
жш) = fay А egode [a< +) 
e™ (z>0 
0 (т< 
CD CD = fay У | ee and 
2. 解 下 列 积分 方程 . 


式 中 ло = | 


мер 1 
а) Í со хш = үзг >o) 


D оз аф = fta) 
ір х 《0O<xz<m 


式 中 sm-l? 
0 G> 


+ 
(3) j: ф(Ф)сов ztdt = е *cosz (r > 0) 


= 115 > 


о 7 pocos atdi = fay 
ЗА ja z (<<) 
0 (>т) 
3. 解 下 列 积分 方程 。 
MD wz) = ze 一 [egoa 
б 

= ы z 
D ж) = [ст Оов + n 
(3) Fx) = ez + [жов 
(4) Fr) 一 工 一 rod 
(5) ба) = =— [= — Эй 
ORD еа H [ой 
(7) Kr) = cos z 一 [= — сов(ж — ей 
(8) фб) =1+ [ac ШУУ ОГЛ 
(9) wz) = 1 十 x 十 [egar 
(10) wz) = e + [isina = жой 
аф = z + [ia ~ Døde 
@® фа) = sin z — [sha — Орой 

š 

аз) ба) = sin z + [G роде 
AD Ka) = e + fe петров 


(15) ga) = 


- [ае 一 Do)dt 

аб) фа) 一 1 十 | costz — Dsintz — ged 

AD ga) = 1 2r 4 + C+ 6 = D — (z рой 
(18) gr) = 1 + zcos z — sin z + [= = t)sin(z — 29600) 


《19) х) = eos z + [жон 

4. 解 下 列 积分 方程 。 

CD [ose Орой = zsin z 

Dfe — рй = сһх—1 

(3) [е — йт 0600982 = zeh z — sh z 
w [= — деер) = +e -aet 
5) Í РЕСОР 

(6) [е ‘eos(z — фй = ге” 
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(7) [= ваба уй = йа! к 


а) [eshte — рй = Lel,- 


(9) [ac орой = 2sin? — 
5. 解 下 列 积分 方程 。 
CD арс) = Геба += Ой = sin z 


(2) 2) = [коа оё = +h * 
в. ЖЕЛАЯ. 


жю=-1+] Ош 
O S 
воо igde 


Фб) =sin a+ figo 

w I 

а оон a-f gde 
i 


gamat | ya: 
《3) 


з 

фо tl] apd 
ü ° 

hzt pod 


ТЕ 


[яо 

o 

пов z+ 到 | 0900, 
пае Гата em 


жао 1 [ee орав | pdt 


пое Cd 一 | ecodr 


game ров 
， 
вот fe g ой 
gami [бош 


(8) 402) =соз 21+ ой 


вооон z+ nd 
1. 解 下 列 积分 方程 。 
0) фб) = ет + 六 wa 


(2) Hx) = е + [жоюш 


пое z f enade Госа 


JI: 


(3) Az) = cos z + [= УЛ 


(деш) =1+ [Te оков а> 0 
8. 解 下 列 积分 方程 


1521 Bj 
есерй = e ° 
нА 
РИ 
De pd = 2z — sh z 
V net? 
1 M- 
о —= |" uya = a + et 
agar 


9. 解 下 列 积分 方程 。 
(бф) = e + VF зм) еш 
0) р) ou z Ë {э 2 ) padt 


(3) gz) = cos z + а 003г) жой 


С гн Я 
а) фб) = sin z H 不 / з S) gode 


10. 解 下 列 积分 方程 。 
GD wm = TT 


L 
252 


17; ф(г)сов дїй 
И ET 
(2) p) = — е7" + —= | Pt)cos rtdt 
+] 
人 > 
(3) р) = а + a2 Ë posin ztdt 
п. 已 知 方程 
жо) 
WER RG DE х—: HAN ra). 
D 用 久居 (z)} 表 示 出 多 SrCz)13 


(2) 写 出 原 积分 方程 解 的 表达 式 . 
12. 利用 11 题解 方程 


2 


ж =1+ [е SE un SENA — жа) 


13. R xz) 是 方程 


的 解 ，a 天 0， 试 证 : 函数 9x) 一 glx +a) 满 足 方程 


dt 


kz роде — fer) 


G = Ded РС) 


кїт) 一 [е — Өф (t+ f" (z) 


RP 7а) ба) 
14. Н Mellin 变换 解 积分 方程 组 


зі 


п ог” 


poslp) 


жо = БЕД = 


a Je @ + r: — 2recos а 


zina 


dp 
pap) 


а = ДЕЙ: 


= 118 — 


к 


ІА 


“nia? 


РЁ А r? — 2rpcos a 


dp 


式 中 EE 是 一 个 位 于 二 面 角 0<.p<a 内 ,其 有 接地 导电 壁 的 由 线 电源 形成 的 自由 空间 电场 的 场 强 。( 瑟 ,59， 
ОВНА, 20) 5 oo(r) 是 电荷 密度 。 


= “гш L m sin(z—a)s _ I 
annal, ише аа апа" 1<Res<1) 
15, 试 证 出 式 (5.4 -14) 表 示 的 函数 x(r,z) 满 足 混合 边 值 问题 (5.4 -4).(5.4-5).(5.4- 6). 
16. 已 知 f(y) 在 (0,a) 上 关于 阶 第 -- 类 Bessel 函数 J.(Xhr) 的 Fourier 级 数 为 
fe) = УСЫ) 
式 中 ah 是 Bessel 应 数 ], 的 第 上 个 下 零点 ， 求 和 关于 这 些 零点 的 下 标 太 进行 ，Fourier 系数 为 


„СА ағ 


[ayar 


(1) R ER Fourier 系数 C, 与 式 (5.4- 17) 中 的 有 限 Hankel 变换 Р.С: 
(2) 求 f(r)=1，0<r<1 的 Fourier Besse! 级 数 ( 即 有 限 Hankel 变换 的 反 变 换 )。 


с. = 
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第 六 章 ”第 一 类 Fredholm 方程 


关于 第 二 类 Fredholm 方程 的 解 ， 己 有 完整 的 理论 。 但 一 个 第 一 类 Fredholm 方程 一 般 没 
有 和解， 而 且 即 使 有 解 也 不 推 一 ， 因 此 至 今 还 没有 建立 完备 的 理论 。 本 章 首先 叙述 关于 第 一 类 
对 称 核 Fredhotim 方程 的 著名 的 Schmidt-Picard ЖЖ, 然后 介绍 第 一 类 Fredholm 方程 的 逐次 
通 近 法 ,给 出 解 某 些 特殊 的 第 一 类 Fredholm 方程 的 组 函数 法 ,最 后 给 出 Schlomilch 积分 方程 
的 求解 公式 。 


§ 6.1 特征 什 与 特征 函数 ”进化 核 方程 


1. 第 一 类 Fredholm 方程 的 解 
考虑 第 一 类 Fredholm 方程 
Дш) 一 ШОЛ (6.1-1) 


式 中 Hz) 是 已 知 晒 数 ， 核 etzvz) 是 已 知 的 实 连 续 函 数 (更 一 般 的 是 立方 绝对 可 积 函 数 )， 
е 《z) 是 未 知 函 数 。 
第 一 类 Fredholm 方程 通常 没有 解 ， 即 使 有 解 ， 解 也 可 能 不 惟一 。 


设 核 kz,t) 满 足 线性 微分 方程 
DRUD pile) ED р ровага = 0 (6.1-2) 


对 (6.1- D 式 两 端 依 次 求 出 有 到 阶 的 各 阶 导 数 , 就 可 以 仅 当 自由 项 fr) 满足 与 (6.1 -2) 同 
样 的 微分 方程 时 ， 积 分 方程 (6.1 DAR. 
而 如 果 ka DEMRE HBD 
Ыхы) = аска) 
把 上 式 代 入 方程 (6. 1 - D. WRA, Е Са, Far) 一定 具有 下 列 形式 
Fr 一 Ўлада (6.1- 3) 
= 
式 中 H [еокоа 
当 f(x) 不 能 表示 为 (6. 1 - 3) 那 样 的 形式 时 ， 则 积分 方程 (6.1- ОЕШ. 
例 6.1.1 讨论 方程 
| sr + <rt Б) фае = sin > (6.174) 
的 可 解 性 。 
R 式 (6.1-4) 的 左 端 为 
- 120 一 


E T 


зой 十 afe б) + Í Pdt = ал? + oz + с, 


ийе; [ар Odre = [egode В esee BERAR, азна. 
c 都 不 会 等 二 自由 项 sin xz， 因此 积分 方程 6.1- DER. 
例 6.1.2 讨论 方程 


je -H Kede = f (z) (6.1 5) 
蚀 的 情况 ， 
解 ”为 使 方程 (6. 1 -5) 有 解 ， 自 由 项 fz) 必须 具有 形式 Сс) ал РЬ. 4 Гс) а Ў, 
方程 (6, 1 - 5) 的 形式 解 可 设 为 
LASS = іг +m 
代入 方程 (6.1 -5 可 定 出 i= —6, m=4, В q(x) 二 -6x 十 4, 经 代入 验证 , 它 确 为 方程 (5. 1 
-5) 的 解 ; 方程 (6. 1~3) 的 形式 解 还 可 设 为 
Pa) = pz? + q 
代入 式 (6.1 -5) 可 确定 p= 一 6, 9 二 3, FÈ фк) = 63, 它 也 是 方程 (6.1~5) 的 解 , 由 
可 (6,1-5) 是 一 个 线性 方程 ，p (x) 与 q(x) 的 线性 组 合 kp (x) 十 (1~ 各)p(r) 也 是 方程 (6. 1 
-DRR RP А 是 任意 实数 。 若 ра) Е (т), СВИ ЖАТ, 旦 在 [0,1 与 
1,x 正 交 , BD je + tDgGQ)de= 0, J) kg (z) + Uk p Ce) арса ERE (6.1 - 5 88 
解 ， 式 中 为 任意 实 常数 。 
2， 退 化 核 方 程 
方程 


w. š, 
| Уа = für) 61-6) 


= 


васковым, 不 失 一 般 性 ， Ий а, (а) AD0G= 1,2，，N) 都 是 线性 无 关 的 。 
前 面 已 担 到 ， 当 fx) 是 形 如 式 (6,.1 - 3) 的 函数 时 ,方程 (6. 1 - 6) 才 有 解 ， 此 时 可 以 求 出 以 下 
形式 的 解 

Hz) = Zaa 46.1-7) 
式 中 是 待定 常数 。 esa: 1-7) 代 入 方程 (6.1 -6)， 得 


De (x) >f. b. (Jb (dr = Se a,(z) 
iB bu = КОХ Е (аг) G=, 2 MRX, AH g 满足 以 下 线性 方程 组 


Sun =c i=l?" 


又 由 于 他 (DG 一 1 2 .,N) 线 性 无 关 ， 因此 det{bsj 天 0, 从 而 总 可 以 解 出 只 (一 1,2，N)， 
代入 式 (6.1 - 7)， 就 可 以 得 到 方程 (6.1- 6) 的 解 。 代 方程 (6. 1 ~ 6) 还 可 能 有 其 他 形式 的 解 。 
16.1.3 求 下 述 方程 的 解 
— 121 - 


[e — едй = a + 2 (6.1-8) 
解 ” 方 程 (6.1- 8) 的 左 端 
аеро 一 КОЛ 
与 右 端 形式 一 致 ， 因 此 可 以 求 以 下 形式 的 解 
Pr) = ge + ф(— re) = (р — pade ‹6.1-9› 
把 它 代入 方程 (6.1- 8)， 得 到 
fc — 0)е0ф — Фей = r + 2 


1 
| (р ФӘ”е®й 一 
z > 
n 
l|," гр фей = 2 
| erdt] = [евге = = | 


вр 
ifi [eve] 十 | ее) g, = 2 


因此 р. p ЖА 


4 А 5 
те ре +, rTi D 


RAI 9) 式 ， 就 求 得 方程 (6. 1 - 8) 的 一 个 解 


fi = 


ко = =e 
方程 还 存在 其 他 形式 (例如 形 如 (中 十 gr 十 和 re 的 解 。 
3， 第 一 类 方程 的 对 称 化 ”特征 值 与 特征 溃 数 
育 各 (6.11) 的 核 &Cz,t)-- 般 是 不 对 你 的 ,但 可 以 把 它 的 核 化 为 对 你 核 。 由 于 
fuo = [klar 
ERW klur), FAtr Ka 到 积分 ,再 交换 积分 上 顺序， 就 得 到 
f: (их) f Cu Jdu = Ë (эл) Гоа „ород Jdu 


7718686 + I) — (Set rje 


= [ко (еоди) 


记 Га вби )ди = K, (rit) (6. 0-10) 


= 


J kuz) f(u)du = FG) 


i 
则 就 有 | Kr pd — FG) (6.1-11) 


由 于 大 ,(z, 划 一 类。(t:z)， 因 此 (6.1- 11) 是 一 个 对 称 核 方 程 。 


对 十 一 般 的 第 一 类 Fredholm 方程 (6. 1 - 1)， 如 果 存 在 某 个 实数 2 及 不 恒 为 零 的 函数 对 
Ard .p(xz)， 满 足以 下 积分 方程 组 


2 一 Арсе оров (6.1-12) 
ya) = af kaoga (6.1-13) 
就 称 1 为 方程 (6.1-1? 的 特征 值 、{%z),%tz)》} 为 特征 值 对 点 的 相伴 特征 函数 对 . 
4. 左 选 核 与 右 迁 核 
从 式 (6.1-12) 及 (6.1-13) 消 去 %(z)， 得 到 齐 次 积分 方程 


Kr) = KĪ K' сорой (8.1-14) 
式 中 
Ка, = [keka оё (6.1- 15) 
PHR Ест. АЕ. 
同样 ， 从 式 (6. 1 - 12) 06.1 -13) 消 去 ф(х), 1981 
Ф) = кк. сеа (6.1-16) 


RH 天 .(Cz)6 由 式 (6.1…10)? 定 义 ， 称 为 核 &Cr,t) 的 左 选 核 。 
HK. (a), K'a DARIE EER. BM, IFR K (x,t) 来 说 ,对 任意 平方 ( 绝 
对 ) 可 积 的 函数 р(х), Ж 


Я 
| K æ, Dpp dzdt 


= fif popo Жов au Jaz, 
=f feedpe da Гаа курсда) ае 
=f |fe] ш > 0 
由 定义 3,10. 1， 对 称 核 D ЕЕ 
5. 利用 碗 核 的 特征 画 数 求 相伴 特征 函数 对 


不 失 一 般 性 ， 可 认为 特征 值 4 都 是 正 数 , 这 是 由 于 当 4 取 负数 时 , 可取 一 4 为 特征 值 ， 这 
时 {gx) ,一 yz)} 满 足 方程 组 (6.1-12)、(6.1-13)， 因 而 是 对 应 的 相伴 特征 函数 对 。 
若 方 程 (6.1 - 1 的 特征 值 为 (4}(0< А е), ВОН ЕРДЕ ВА Т у Со. 
炎 Cr)), 则 按 从 方程 组 (6,1- 12)、(6.1-13? 导 出 方 种 (6.1 一 14) 及 (6. 1 - 16) 同 样 的 步 又 、 
= 123 


可 得 到 
(z) = Арсо Оралов ова) 


= со Съз „ош du 


b 
-xf K.G (ayda 


同样 ， 可 得 到 
gi) = [к (хом) du 


РЕАК GD K. 《x,t) 共 同 的 特征 值 ，p (zx) фо ХТУ АО ВЕ РЕ Жї. 
НОР К (xz,t) К. Ce t ОЕШ Ж. 由 定理 3. 1. 1 及 定理 3. 10. 3. 它们 的 特征 值 
存在 且 所 有 特征 值 都 是 正 的 。 
КЖ, жс 是 以 上 两 个 核 之 一 (例如 下 "(x ,2)) 的 特征 值 ， 此 时 < 恒 为 正 数 。 设 p(z) 是 
对 应 的 特征 函数 ， 再 设 


pa) = V f'ka agod (6.1…17) 
式 (6.1-17) 连同 

жш) = of К^ оной (6.1-18) 
很 容易 化 回 方程 (6.1- 12) 06.1 13), Mah a=, c .内 此 求 方程 组 (6.1 - 12)、(6. 1 - 13) 的 
ERE, IRAK K (ct К. (wx,?) 之 一 的 特征 值 与 特征 函数 是 一 回 并 。 

由 于 所 有 这 些 特征 值 是 让 的 ,因此 可 以 用 闪 , 状 ,… 来 表示 ( 且 约 定义 之 0)。 设 名 (2) ,9(7)， 

w, p (а), AHK Сс, КРЕ РА ЖОНИ ЕЕ ЖЖ. M дА 时， 由 式 (6.1- 
13) 可 得 到 与 g(x) 对 应 的 、 核 天 , (zx,t) 关 于 同一 特征 值 准 的 特征 函数 水 (z)。{ 风 (424)! 亦 构 
成 -个 标准 正 交 系 ， 这 是 因为 ， 从 式 (6.1- 17) 及 (6.1- 18) 可 得 到 


фо) = af kaoga (6-1-19 
фо) = Af ваа du (6.1-20) 
再 利用 式 (6. 1 ~ 15) 及 (6. 1 -14) 就 有 
фо) = Арасу (6.1- 21) 
而 
КОО тэй 
=] Пра ока rg mdrdud 
ç 


= { K Grudg lu)du Jg odde 


14 — 


Ар 0 
= [ято = (6. 1-22) 


6. RKK, K. X TP) Ai 


WEH К. (ху), К DWR EA 22 РХ ВРЕВА SK Эу ZO), #?(т), 
+, (a) i @fD (r) "Сз, PERD ВПК. Сео) (zy) 关于 特征 值 习 的 秩 分 别 为 
H ro FEM ri=r;, 

HRG. 1-22), HFK. (D T А ХЕ ЗМЕН ig (m= 1.2, ri), 
由 (6.1 -20) 得 到 KK" (=, о ШЕК 0 Ск) a=, 2 ЛАЛЕ С, AEREE 
369. DE K Сс ВИН А ЖЕ r TDF К. nD K A ВРЕ КСВ Ж rao ТАТАВ НЕ 
K. (aD KE ЕҢ А2 @ Ж PF Ке DHE ЕВО r МИҢ, ВЕК CroD 
K. DAFA X 的 秩 相等 。 


7. 实 对 称 核 的 特征 值 


当 上 (zt) 为 实 对 称 核 时 ， 由 式 (6.1 - 10) 606. ~ 15) 可知 K' Сто) = К" (zx,t)。 Ж 
《6.1- 14) 与 (6.1- 16) 可 知 ，Yz) 与 %z) 满 足 相同 的 积分 方程 。 这 时 方程 组 (6.1- 12)、6.1 
- 13) 化 为 方程 


А 
фт) = af А090) (6.1 -23) 
; 


因此 ， 在 此 时 ， 特 征 值 与 特征 函数 的 定义 与 第 二 类 Fredholm 方程 特征 值 特征 函数 的 定义 一 
致 。 由 于 一 般 的 第 -- 类 Fredholm 方程 可 解 性 的 讨论 比较 复杂 ， 而 一 般 核 的 第 一 类 Fredholm 
方程 可 以 化 为 对 称 核 的 第 一 类 Fredholm 方程 ， 因 此 以 后 只 需 讨论 对 称 核 的 第 一 类 Fredholm 
方程 


56.2 Schmidt-Picard 定理 


设 对 称 核 第 - -类 Fredholm 方程 的 核 &(z,2)、 自 由 项 S), RARR x) 在 所 在 区 域 平 
方 可 积 。 在 一 定 条 件 下 ， 它 的 解 可 用 按 核 的 特征 函数 展开 的 方法 求 出 ， 即 设 它 的 解 存在 ， 且 
可 表示 为 标准 正 交 的 特征 函数 系 {9(z)} 的 级 数 
pua) = Dago) 
式 中 a 是 Kz) 关 于 {p(x7)} 的 Fourier 系数 ， 即 
u = (вожа (6.2-1) 
ИОС АС РВЕ (3.2 2) 
ка.) = > есж 
代入 方程 (6.1-1) 
ad 
х) = AG а 
fe) [> HRN Pd 


а 


上 上 式 两 端 乘 以 g(x) 再 关于 zx 从 a 到 4 积分 ,得 到 


4 — , 
[A ogade = > tl fad КО 


设 f. = frogaz 
由 人 q(x)} 的 标准 正 交 性 及 式 (6. 2 - 2) 

f= Fam а, = АУ, 
于 是 得 到 方程 (6. 1 ~ ]) 的 解 


Фб) = АЛ (л) 
=“ 


(6.2-2) 


(5.2-3) 


Schmidt 证 明了 级 数 Df 收敛 是 方程 (6.1- 1) 可 解 的 必要 条 件 。 后 来 Picard 又 证 明 


T, 在 标准 正 交 系 (p(z)) 完 备 的 假设 下 ， яй 4л 收敛 也 是 方程 (6. 1 - 1) 存 在 惟一 解 的 充 


分 条 件 。 对 于 第 一 类 Fredhlm 方程 (6. 1 - 1)， 成 立 | 
定理 6. 2. 1 (Schmidt-Picard 定理 ) 若 方程 (6. 1 - 1) 满 足下 列 条 件 ， 
i) klir D ERR: 


D 级 数 лл 


(6.2-4) 


ЖК. 式 中 了 ЖК aC DRENE, f, = = Ге сой, (gn) =l, 2,…) 是 与 4 对 应 的 、 


核 &(z, 罗 的 标准 正 交 的 特征 通 数 ; 
iD PERRA ig) Ela DETAN. 


则 方程 (6. ] - 1) 的 解 存在 ， 且 在 平方 可 积 函数 类 中 解 是 惟一 的 ， 可 以 表示 为 


Ф) = УЛАС) 
式 (6.2 -5) 右 端的 级 数 平均 收敛 于 解 p(x)。 


(6.2-5) 


函数 系 {g(z)1} 完 备 是 指 ， 对 属于 平方 可 积 函 数 关 的 /(z)，Parseval 等 式 | Fade = 


Ул ж, RPS = сово, 


Ikan ВСД РИСО В 8—9 Fredholm 方程 (6.1- 1), ФЕ kG 68045 


征 函数 系 !9(z?} 完 备 的 假设 下 , 它 存在 惟 -的 、 жузине Уулай, 并 县 


PATARA аон 5) жс). 如 果 这 些 条 件 成 立 , 则 方程 (6, 1 - 1) 的 解 可 以 表 


扩 为 式 (6.2 - 5), 而 式 (6. 2 - 5) 右 端的 级 数 平均 收敛 于 解 KZ) 。 
例 6.2.1 解 方程 


[cep dd 
式 中 
一 126 一 


(6.2-6) 


10 =at (0= < r) 
irl) G<: < 
М 核 (6.2-7) 是 实 对 称 核 ， 先 求 出 它 的 特征 值 与 特征 逆 数 

А == ж, =: (20)? pe A, = (nr), 


klr,t) = (6.2- 7) 


о) = У 2 sin nrp (a) = У 2 sin 2л, (т) = У 2 іп naz, (6.2 8) 
由 三 角 公式 ， 式 (6.2- 6) 的 右 端 


эш?лт= sin zz 一 тзп Зал = ГУЕ sin x=] 一 


1 


К) A 2 віп 3лт! 
"e Тут" 
所以 /Ст)==зїп?хт 关于 标准 正 交 函数 系 (6.2 - 8) 的 展开 式 的 系数 


ыйыы ы =- 
А = г o,f; 


级 数 (6.2 - 3) 现在 是 有 限 和 


1 ө 
‚—\—,у,=0 G= 4,6,0) 
БУ" 


улл = | i] ча +|- Дур өч 8 


£t 
当然 是 收敛 的 .而 特征 函 级 系 (6.2- 8) 是 C0,1] 上 标准 正 交 的 完备 组 , 综 上 所 述 ,满足 Schmidt- 
Picard 定理 的 条 件 ， 因 此 方程 (6. 2 - 6) 有 惟一 解 


А 
ж) = АРАС) + Абр) = З (sin rr 一 3sin3zr) (6.2-9) 


直接 代入 方程 (6. 2 - 6) 验 证 可 知 ， 式 (6. 2 -9) 确 是 方程 (6. 2 - 6) 的 解 

在 Schmidt-Picard 定理 中 ， 特 征 函数 系 完备 性 是 关键 的 一 个 条 件 ， 没 有 它 就 不 能 保证 方 
程 解 的 惟一 性 。 

06.2.2 讨论 下 述 方程 解 的 惟一 性 : 


fa зорй: = 2e 3 (6.2-10) 
解 ” 先 求 出 核 > 一 3: 的 特征 值 一 2、 对 应 的 特征 函数 < 到。 FERRALI- MERTE 
组 戚 ， 它 在 [0,1) 上 是 不 完备 的 ， 因 此 不 能 肯定 方程 (&, 2 - 10) 的 解 惟 一 。 
Е, Два, b, c 满足 以 下 两 个 条 件 : ae 十 4 一 0. 54-6 =12, 任何 形 如 az? 十 bz 十 c 的 
:项 式 都 是 方程 (6.2 - 10) 的 解 ， 因 此 它 的 解 是 不 惟 一 的 。 


§ 6.3 EIEE 


实 对 你 核 的 第 一 类 Fredholm FE, ETAR RYANA RE. 但 与 第 二 类 Fredholm 方 
程 的 逐次 必 近 法 相 比 ， 降 求 的 条 件 蝇 得 多 ， 此 外 ,逐次 融 近 法 只 有 在 预先 能 肯定 方 稳 解 存在 
的 条 件 下 才能 进行 , 而 第 > 类 Fredholm 方程 可 以 利用 逐次 道 近 法 断定 解 的 存在 。 以 下 介绍 第 
一 类 Fredholm 方程 的 丙种 逐次 通 近 法 。 
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1.、 实 对 称 核 第 一 类 方程 的 一 种 逐次 浆 近 法 
实 对 称 核 方 程 
[колоко — feo (6.3-1 
аш К{(ф}=/(х), RP RSR) 
取 任 意 可 积 函数 Фос ЕКИ, ШИНЫ К ЗК 
@,(z) 一 фарба) = f(z) 一 天 (办 -tiCz)) 
即 
Plr) = paa lr) + fx) — K(#,-iC)) ‹6.3-2) 
RAR 6 (z), C), ор Сак) 在 一 定 的 条 件 下 ,tkz)} 的 极限 函数 就 是 积分 方程 (6. 3 
-1 的 解 ， 成 立 
定理 6.3.1 如 果 第 一 类 方程 (6.3-1) 的 解 8(z) 存 在 , 则 当 且 仅 当 它 的 特征 亏 数 系 
{多 Cz) 关于 了 (zx) 完备 时 ，{q,(x)) 平 均 收 敛 于 解 Yz)。 特 别 是 ， 如 果 f(z) 可 以 表示 为 


f(z) = Ке 
Җа АС bE- ESTERRAK, П (р Sik ek p ЭГЕН убу). ИШКИ 
(z) = [комо 
AP ho(t) 也 是 任意 平方 可 积 的 函数 。 
定理 6. 3. 1 的 证 明 比 较 复杂 ， 可 参阅 陈 传 璋 等 著 ( 积 分 方程 论 及 与 应 用 ) 第 五 章 § 3。 
2， 实 对 称 正 定 核 第 一 类 方程 的 逐次 通 近 法 
当 核 为 实 对 称 的 正定 核 时 ， 可 以 按 下 列 方 式 用 逐次 尖 近 法 求 积分 方程 的 解 、 成 立 以 下 定 
т, 


定理 6.3.2 已 知 核 k(x,t) 是 实 对 称 的 正定 核 ，f(x) 为 平方 可 积 函 数 ， 如 果 方 程 (6. 3 - 
DHR POTE, Mih 


B = pala) HALD 一 Гасовод) (6.33) 
确定 的 序列 {%.(z)} 平 均 收敛 于 方程 (6. 3 DRP, 如 (x) 是 任 一 在 Ca, 所 上 平方 可 积 的 
ШК, ПАДА ОАА, ДА 是 核 zt) 是 第 一 特征 值 。 
证 明 式 (6.3-3) 可 记 为 
ф„(х) = ф(х) + u,(z) 


于 是 

Pailt) = х) 十 и.о) (6.3-4) 
因此 é. (z) — hr) = шах) — una (T) 
再 由 式 (6.3 一 3) 


жо haD = X( fay (са 08) 
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Я 
ЖҮ а) — аб) = Аа? - | kG, Dde) 


А 
Дз af REDERE) — é, 100004 


再 由 式 (6. 3 -4) 
иа) 一 (аз = af kereru dr 
Ep 
пасо = ta) — Дода de (6.3-5) 
106.3 - 598303 Е ko WREEK р(х), HRT Ма #51, 18 
азы але 2 goda Гасан Ое 6.3-0) 
式 中 а 一 [nog ade (6.3-7) 
HRI, ka ERIRE, ТЫ g(x) 满足 方程 
ga) -- Ажа, ог =@ (6.3-8) 


式 (6.3-6) 右 端的 积分 交换 积分 顺序 - 利用 Ptz) 是 特征 函数 及 式 (6.3-8)、(6.3-7)， 得 
[коой kerana, ШП 


» b 
= fe oaf Ас.) 02042 


[шей = а 
从 式 (6.3- 6) 得 到 


ара (6.3-9) 


оско 


由 定理 3. 10. 4 太 注 ,特征 函 数 系 {p(x)} 昨 完备 的 ， 因 此 Parseval 等 式 


[riode = Da (6-3-10 
对 一 切 mG 一 0,1，") 成 立 ， 由 假设 
| 21” oa = 
o<[i- +] <1 (6.3-1D 


AMETAS 


%4 J>N OR, 成立 


Xa, Уа < ; (6.3-12› 


8 у, хна ас 的 前 7 一 1 项 利用 不 等 式 (6.3 - 11)， 就 可 得 到 : 对 上 述 的 е0, FE 


==:1297=— 


NODO ER n>N, E 
Sain = Sh Б | 
考虑 到 不 等 式 (6. 3 - 12) 及 式 (6. 3 - 13),(6. 3 - 10) 就 得 到 


s P 
2 (6.3-13) 


furada <e 
这 说 明 ， 由 式 (6. 3 ЗЭВ EREI p Са FEA FAEG. 3- 1) 的 解 р(х), 
例 6.3.1 用 逐次 关 近 法 能 方程 


u 
[Crs pede = sin mr (6.3-14) 


jay Ini stss) (6.3-15) 
101 -- г agi 
解 ” 核 的 第 -~ 特征 值 二 x**， 按 式 (6. 3- 3) 构 造 逐 次 还 近 氢 列 {4%.(r))。 零 次 近似 取 为 
фбх)=0,Ш АЙ 1<2А=2х°, РАН 


plr) = sin ar 


ha) = sin zf1 二 il1 一 4) 


Ф) = snari + 1-3] + [i= 1] 


WG) зів ае [i |+. (7 


== hi- 天 |]sin ку 
Ф neo 
limg,(z) = r’sin лї 
经 直接 代入 验证 . rsin < 确 为 方程 (6. 3 - 14) 的 解 , 由 定理 6. 3. 2 , 方程 (6. 3 ~ 14) 的 解 存在 且 
惟一 。 


§ 6.4 母 函数 法 
某 些 特殊 的 ,在 实际 中 有 重要 应 用 的 第 一 类 Fredholm 方程 , 可 以 用 母 函 数 方法 求解 . 只 


要 区 间 恰 当 ， HEN RERE OKW h EIA RO R BER R, E RX ERIT ETR 
分 方程 。 


对 于 函数 系 
Bolt), gilt) BC (6.4-1) 
如 果 成 立 
Girst) = Уус, Оа" ‹6.4-2) 
= 


130 — 


AP c HAR, WARR GD HAR (Се) УВЕ. 
方程 
fae dopa = f(z) 6-4-3) 


称 为 带 权 p(x) 的 第 一 类 Fredhoim 方程 。 
当 方 程 (6. 4 - DÉ k DEEE Cah EK FIRR p(x) 为 下 交 的 实 两 数 系 (g(t); 的 
母 函 数 ， 即 


А030) = ra raza (6.4-4) 
而 自由 项 fO) х=0 的 邻 域 解析 ， 则 可 寻求 方程 (6, 4 - 3) 形 如 
Kr) = Yam) (6.4-5) 
r=] 


的 解 ， 式 中 a 为 未 知 常数 ， 它 可 以 用 о 表 出 。 只 要 把 式 (6. 4 ~ 4)、(6,4-5) 代 入 方程 (6.4 - 
3)， 并 利用 (gC1)} 的 正 交 性 ， 就 得 到 
[Sa aypa) N agod = Sa Па || аа = б) (6.4 - 6) 
式 中 hewl = feio pode 
把 f(x) 在 z=0 ЖЖЖЖ 


Ja) = 5 озн 
k=0 w. 
由 式 (6.4- 6) 得 到 


2.300) 
-= мо а) 1? 


把 上 式 代 入 式 (6.4- DREW, 就 得 到 方程 (6, 4-3) Е, RRR (да (т) ЭЕ, 力 程 
的 解 是 惟 -- 的 。 
表 6-1 列 出 ( 奇 性 ) 核 与 对 应 的 母 函 数 ， 以 满足 解 第 一 类 Fredholm( 奇 性 核 ) 积 分 方程 的 
需要 。 
表 6-1 奇 性 核 与 母 函数 表 


( are) 


| Piaya = 522—7 


式 中 “Tt) 为 第 一 类 Chebyshev за, try s= 


1 1 ë = 
Tiir е У 21 А е ату 
1— gmi mr + | > T.G) C 1< <= 


式 中 “Tu(9) 为 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 , 权 为 一 上 


EEAO = 
кзы ы K 


= 一 


续 衣 


= лот OIc 
ч = 


式 中 UO YIA Chebyshev EAR RAVI, IUO 295 


БГЭУ 


= 


RP H.G) D Hermite BERAY e". | HD з= бя sx. 


py O (— c < <) 


Jasa 


Сагу 


оет гоз a>. 
ааа Сое ат Оа а> E 


RH UPORA Laguerre Я SOS e" oo 一 СОБА) 


е Уна" Lal ое 
apm p Wr lzl<10<t< m0>—1 


RH LOWY A Logier 多 项 式 , 权 为 er， | ay 12 С 


Buor oL —1<т<1 
RH LaO Y Laguerre EAR e, | Latt) i =I 


例 6.4.1 求 下 列 方程 的 解 ， 


a 
Ad 1 (6.4-7) 
-1 М + zt — 2zt EMR 
解 是 legendre 多 项 式 的 母 函数 
— = SP (6.4-8) 
本 
设 方程 (6.4-7) 的 解 为 
ш) 一 ўУуа,Рубх› (6.4-9) 
k=0 
把 式 (6.4-8)、(6.4-9) 代 和 人 方程 (6.4-7)， 得 
а EEA 
imer TAT 
TË ash, amh, асбо=2,3,-О, EEFE. 4- 7) 的 解 为 
1 3 ee et 
фо) = ЭР) + GPRD = $ 14 yz = үй +30 


例 6.4.2 求 下 列 方程 的 解 : 


үр e“e0di=1-—z (Ir|<1) (6.4-10) 
ел — = 


is 


解 TEE Laguerre 多 项 式 Lv(r) 的 母 函 数 


sz = Doa" (6.4-11) 
设 式 (6,4 - 10) 的 解 为 
Фа) = Yala (z) (6.4~ 12) 
=: 


把 式 (6.4 -11), (6.4 -12) 代 入 方程 (6.4 -10)， 得 
f Seno Saira 
ао оо) ев, FA 
по = Гетов = ор 


所 以 Уор, = 1 一 工 (6.4 -13) 
比较 式 (6.4- 13) 两 端 z 同 次 圭 的 系数 ， 得 到 
ав = 1,ау = — 1,4, = 0@ = 2,3,+-) 


因此 方程 (6.4- 10) 的 解 
Фб(х) = 1.1.605) + (С (т) 15 (1-02) =+ 


$6.5 Schlomilch 积分 方程 


形 如 
fe) = 2 fË gasin Daa (6.5-1) 
的 方程 . 称 为 Sehlomileh 方程 , 它 是 一 种 特殊 的 第 -类 Fredhoim 方程 , 在 弹性 力学 中 有 广泛 
的 应 用 。 利 用 交换 积分 顺 座 及 换 亡 法， 可 以 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 6.5.1 若 自 由 项 f(z) 在 (x,x] 有 连续 导数 , 则 Schlomilch 方程 (6.5- 1) 在 [一 r， 
1 有 惟一 的 连续 解 
HX) = JG) 十 „л (rsin do 
证 明 由 式 (6.5-1) 
Р) -= Zf aoa = 0) 6.5-2) 
式 (6.5 -1) 两 端 关于 工 求 导 ， 得 


fa = 2 вап Psin 840 
i 


2 


于 是 Р rsin p) 一 Б f g (xsin фәт Psin 8d0 


上 式 两 端 乘 以 x， 再 关于 yA 0 АП ВЭРЧ ЙЕ 


1188. = 


es фаре ZF КЄ (asin їп bsin 84849 


+ 
= КК ysin 9)sin баё} Јав (6.5 3) 
引进 新 变 基 u 
sin u -= sin 8sin $ (6.5 - 4) 
TË cos udu = sin ñcos ydy 
cos u 
即 СОЗ кага = sin баф 
ще], sinu=0, 如 xz 一 0; 4 ф= Zf, sin u=sin 0, Ё u=0. R65- ЭЖА 
afis Casin pdo = =Ë f g Csin и) 7 Jas (6.5-5) 
由 式 (6.5-4) 
віти 
sing = sin 8 
та 
1 1 sin 6 sin 8 а 
= 一 = === =- 一 一 -= (6.5 `6) 
cos ар os ° 


把 趟 (6.5- 6) 代 入 式 (6.5- 5) 的 右 端 ， 交 换 积分 顺序 ， 得 
Р те 
afire pae US 
(Ë g (rsin u)cos usin ОЗА 


А/соз%ф — созд — 


o= [| — s == =f l 140 = 5 


1 cos y 1 а? 
所 以 af у Casin убре 27 ш к} gasin u)eos udu 


= [igen wdlrsin и) 


= ф(х5їп ө! у = glr) - @(0) 
AHA 5-2) 
2 
afi f asin pdg = фб) — F0 
ñ 
ТЯ фл) = 10) + БИДЕ Pay = 00) + рә Casin 0040 
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1， 讨 论 下 列 方程 的 可 解 性 
a 


“coslz + g(t)dt = псов т 


(2) 


жей = Зы z — sin 3г 
Масы) о) 
AP korps 


200-0 


(ran) 
x 


сз f Ge — црв = r+ 3r = 1 
2， 用 母 水 数 法 解 下 列 积分 方程 。 


ал 
a) Жетти Ф) = 
1 
— Ad _„._,, 
{2) = 21 2: 
= VIe — aat 
Тр С: г СИРЕ! 
(3) = 
MI+ 2х! 


3， 解 下 列 积分 方程 。 


б z prsin 30046 


Pasin 0040 

+ 

“PCzeos 9040 
4、 用 逐次 过 近 法 解 下 列 积分 方程 。 


GD [rengar = 


a=) 


式 中 а) 


\ x 


бае) 


《提示 : Ж Rin 2x) 


, 
(2) Í всему = То» зх 


式 中 ка) 


(提示 ， 取 (z) 一 cos Зя) 


= 135 


第 七 章 ”积分 方程 的 近似 解法 


实际 中 遇 到 的 积分 方程 , 大 部 分 不 能 或 难以 求 出 它 的 精确 解析 解 , 但 在 大 多 数 情 况 .下 ,可 
以 求 出 它 的 近似 解 。 本 章 主要 介绍 求 积 分 方程 近似 解 的 实用 、 简 便 、 行 之 有 效 的 方法 。 

积分 方程 的 近似 解法 ， 大 致 可 以 归 为 两 类 : - 类 是 化 为 便于 进行 数值 计算 的 其 他 类 异 的 
问题 ， 例 如 核 用 退化 核 近 似 代替 、 用 数值 积分 公式 把 积分 方程 化 为 代数 方程 组 、 把 积分 方程 
化 为 变 分 问题 求 数值 解 、 待 定 系数 法 等 ， 另 -类 是 对 以 前 讨论 过 的 解析 解法 作 近 似 计算 ， 例 
如 逐次 遂 近 法 、 利 用 递 推 公式 (2.3 15) 与 (2.3 DUROI- DRO 3- 606 DW, 
DG 的 近似 表达 式 ， 从 而 求 出 第 二 .类 Fredholm 方程 的 近似 解 等 。 

本 章 主 要 对 线性 积分 方程 的 近似 刨 法 作 简 要 的 叙述 ， 在 本 章 最 后 介绍 特 秆 值 近似 值 的 求 
法 。 

对 于 非 线性 积分 方程 与 奇异 积分 方程 来 沉 ， 数 值 解法 显得 更 为 重要 。 关 十 非 线 性 积分 方 
程 的 近似 解法 ， 在 第 九 章 中 作 介绍 。 


§7.1 用 退化 核 近似 任意 核 


考虑 任意 核 的 第 二 类 Fredholm 方程 
gO) = А 


出 于 求 退化 核 方程 的 解 比较 简单 ,很 自然 地 想到 ,把 已 知 的 任意 核 上 Се, 4) 用 与 它 接近 
的 进化 核 1 Сс г) 代 蔡 ， 再 把 代 普 后 的 退化 核 方程 


Гасид + fr) (1-0 


фка = Аа) Od - fu) 


的 解 (ох) 作为 原 方程 〈7.1- 1) 的 近似 解 。 

[РД kir DHI Taylor 级 数 的 部 分 和 , R ЁС г) Ж F Lalab) P fE b E @& 83 Fd Ш ЖЫ 
数 系 {utz)) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 等 .作为 接近 上 已 知 核 ECz,6 的 退化 核 Con, 

下 面 给 出 ， 用 进化 核 代 替 已 知 核 所 引起 触 的 误差 的 估计 . 

定理 7.1.1 BHF kt). a DA 


fao = ооа < À (1-2) 
而 对 于 以 IC, 9382 TERR Кух), RE 
Гасло < к (7.1- 3) 
此 外 还 有 
Ре) = А), 7 (7.1-4) 
如 果 甩 取得 足够 小 ， 总 可 以 使 不 等 式 
1— AJAG + AIR >0 (7.1-5) 


~a 136 - 


成 立 ， 则 方程 (7. 1 - 1) 有 惟 - - 解 P〈z)， 而 此 解 与 方程 
фа) = ТОЮ + Л) 


之 解 p(x) 的 差 的 绝对 值 ， 满 足 


Io о < BLL + JARA 


т pja ТАТА ТО 1А 


式 中 8 是 if(z)| 的 一 个 上 界 。 
证 明 设 DEM 
Ë фо), ВАТ 
pe) 一 Дисков 
А А 
~f kir Hd + (ж) 一 af бт 


= cD ауд + Ў) == f’ G) 
即 
+ r. 
ga) = 让 урад + f G) 
由 式 (7.1- 9) 
А 
сш Ра + ТА eG) со оа 
< В+ МАА 
式 (7.1 “10) 的 解 可 用 解 核 RCz,t;) 表 出 
s 
gG) =f G) + 对 хуну" (dt 
于 是 由 式 (7.1 -3) 
У 
еба) = |/° (z) 十 af Биба)" 094] 
<B- М|А|А + ià| RUB + МАА 
BE M< B + MIAIh + [ALRCB + М|л|һ1 
如 果 成 立 
1 一 MIACL+ AIR > 0 
则 由 上 式 可 得 


M< i + DIN 


(7.1-6) 


(7.1-7) 


(7.1-8) 


(7.1-5) 


(7.1-11) 


FERETI 117 满 足 时 ,方程 (?.1-1) 的 所 有 解 都 是 有 界 的 ,因此 方 释 (7.1- 1) 有 惟一 


解 ,是 1 不 是 方程 47.1- 1) 的 特征 值 。 


设 gx) 一 g(x) 二 g(r), 把 式 (7.1- 10) 与 式 (7. 1 - 4) 两 端 分 别 相 减 ， 就 得 到 %(z)? 满 足 的 


方程 
b 
Ф020) — af zip dt = f° G) — fila) 


Kh 1122 


1137 = 


而 由 式 (7.1-9)、(7.1-2).(7.1-8)、 (7.1-4) 
IEO AD | < |/° GD - РА) + UG) — ЛОТА МА +7 
方程 (7.1 - 12) 的 解 


А 
жх) = f° (y — Л) 十 af Ria df O — fde 
于 是 由 式 (7.1-3) 
| А 
WOLS а) Ла af REEDE а — GO): 


< ЈАМА 十 了 十 |A1RCOA|M +7) = САТМА +O + AIR) 
把 M 的 一 个 上 界 (7.1-11) 代 入 上 式 ， 就 得 到 估计 式 (7,.1-7)。 


对 于 退化 核 ttz,D) = Уа сњо), Ж 


[aya aya: =a RJS RRA 
由 《2.2 的 讨论 ,就 有 


Рон) 
R,(z.t; À) = D 
式 中 
0 таб) m maal 
ТИЕ "и 
ас ° 
la) — day ++ 1 — Aan | 
1 一 Mn 一 Me + — a, | 
= Ааа = se Š a, | 
DA) = 2 1 Мав | 
Н і l 
| 一 Аад = gt 


DO) = 0 的 根 ,是 核 1(x,t) 的 特征 值 。 
还 可 以 给 出 另 一 种 估计 。 设 
kerst) = 102,2) + Y(m,t) 


RP (ти) NBA ТЇ Ут, ЕВЕ НГ ЧНО Б. 


HRD, 1б, #88 Ra, Riet), WER A КИЛУ К, 1 、 


| К] оС TATEA iri ЖЕН 


їе= #1 < Iriar А. йа IRORA (7.119) 


上 式 中 的 范 数 可 以 取 自 任意 的 函数 空间 . 
MTER kat). W R ti DR TERORA TF iit 
K H 


IR i < 14 


ХР Сао БУЕ а АЧ 218] Cre 2 
үк = max| leceo ar 
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(7.1-14) 


РА = тах, АС) | 
EKR аса, тє» 上 平方 可 积 的 函数 空 z Та, 


IKI = (f feda)" 


лї = (S Pdz)" 
例 7.1.1 求 方程 


эз 


Ka) = | сока) pdr + fer) 
的 近似 解 ， 并 估计 误差 。 


解 用 退化 核 1 一 57 代替 核 cos(zf)， 然 后 解 方程 


~ 1; Be ~ 
paw = [11 56) оа лоз 


\ 


上 述 退 化 核 方程 的 解 可 设 为 
9 G) = c + сол + fr) 
$ + 
0. ров = fe [лош =f: 
把 式 (7, 1- 16) 代 入 式 (7.1 -15) 中 ， 可 得 关于 а, c 的 代数 方程 组 
cl - - Je = 2fa 
1 321 
24°! + 1602 一 一 Р, 
2. 8 
~ 2.8897 — 60f,  _ — 607 — 7207. 
чут 1447 МР 1447 
于 是 得 近似 解 
~ _ 2 889fo — 60f, , — (60f, + 720/,) Р 
ф(х) = 1447 13447 + ЛУ 
出 二 4 一 1， 而 


1 2,2 
z 21 хч 
P |cos(zt) — (1 一 2 21а < <Ë 41 


1 3 
5102 
ШК А =2.107°, WRC. -IDR 


y у < 2.10 


+ 
g (z) 一 [е 889 -- 602° — 60 — 72028) f (тй + f(z) 


1 
1447, 
FE R,(z,t;1) = тїт? 889 — 6022 一 602° 一 720xzt2) 


出 于 оҳ 


A 


(7.1-15) 


(7.1-16) 


(7.1-17) 


kmat E L 


1 
1447; 


t 
j: IR,Gz,r 1) |ds = 


因而 可 取 R=1, A 
1 一 IIAG АК) = 1 2.1071 + 0) 1 


由 式 (7.1-7) 
COETS 2 


TA 
АФ BASOA ER, 
例 7.1.2 Жл 


ga) = fa — псов 200900002 -+ sin т (1.1 -18) 
的 近似 解 。 
ÑW ”把 核 &rv 六 -1--.reos zt 展开 为 级 数 
асои 
Аба i 一 了 十 р аг эч 
取 退 化 核 
2. 
作为 近似 核 。 
解 方程 
1 дігі < 
ze fa ЕСЕ (7.1 -19) 
“由 式 (7.1 19) 49 
@ Cr) — кіпа + oll— z) Ter (7.1- 20) 
式 中 
т ЖЕ 
a= fip oar, а= зеро ‹(7.1-21) 


把 起 (7. 1 20) 代 入 式 (7. 1 -21)， 得 到 确定 c. с; 的 方程 组 


| 
«=н Had 0 + ewde = La bes tA cos 1 


2 
А 2 А 1 1 " 1 
t -= sint F aG 00) + eIde — {су + үре: b sin | — 1 F 2eos 1 
即 
тышт 
мй йн „у Da 
[® 249 十 124 = sin 1 - 1+ 2°%1 
解 之 ， 得 
Aani. 180 8), = ; 
a = in 1 gcos 1 + 3) = 1.002 85 


“г = ча 1 + 5eos 1- 11) — 0.167 42 
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十 是 @ (z) = 1.002 85(1 -- z) + 0.167 42z3 + sin г 
实际 上 ， 原 方程 (7.1 - 18) 的 精确 解 为 p(x) =, 


以 下 用 式 (7.1- 13) 来 估计 ‖ 9 一 ”| .在 空间 ,中 


ТУ. < 二 { ferara} “ш == < 过 


112 
| 


їй 
IKI (а - aeos vodard: 
— 


因为 |4| =1， 由 式 (7. 


IR рек 
* >1— ПАЛА! 
再 由 式 (7.1- 13) 
е pl < t Юа + $) Š 0.016 
把 Fredholm 方程 (7.1-1) 的 核 上 Cr:z 用 退化 核 代 圭 ， 需 要 把 已 知 核 k (z. 48; 
大 (ZE) = I(z,t) Yt) (7.1722) 


按 式 (7, 1 - 22) 分 解 的 方式 ， 除 了 前 面 介绍 的 以 外 ， 还 有 许多 种 ， 列 举 如 下 ， 
1° 设 序列 iu (z)) 是 在 77Ca,6) 中 的 正 交 完备 系 ， 于 是 核 Czx,t) 可 以 展开 为 平均 收敛 
的 二 和 量 Fourier й 


а(х) = TA) 
ij=l 
式 中 
4 ffraw u(r) u, (dxdt 


Hn R K, 可 以 设 


BD Ааа) 


1 


KERA] 
2° 还 可 以 求 出 展开 式 
ва) = HD Buu Cn) 00 


"тз 


š ар r 
式 中 В, = Í 55 и, Сади, (dxdt 
此 时 可 设 


1430) = У) Byur) u,(t) 


^1 
3° {и (z)) @=1,2,+-)7Е L Ga by {НЛ Ж, а Сг) и, С): 1(а›ба,б) 
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完备 但 不 正 交 ， 可 以 设 
(хм) = УА 05 
趟 中 的 系数 4 这 样 来 选取 ， 使 得 а 
站 ee 10а) 1424 = min (7.1-23) 
上 述 系数 4 可 以 由 下 列 方程 组 


y a жол 
уара кыза | ади, (dt 


244. 
асо tu dad GQ = 1,2,5) 
完全 确定 。 
此 外 ， 还 可 以 设 
10х10) = У) Вис), 
式 中 系数 由 下 列 方程 组 来 确定 — 


> ЖК 09да [ао u, (tdt 
е 2 


= ас 9707 байр Р, = 1,2,0) 
4° 在 3* 中 所 介绍 的 两 种 方法 是 以 下 更 - 般 方 法 的 特殊 情况 ， 
设 序列 {wu《z)) 及 {vi(z)) 《1&1 局 ) 在 Lala,b) 中 完备 但 (一 般 说 来 ) 不 正 交 。 此 时 可 以 
设 
lG, 一 Удба 
5 
而 系数 4, 这 样 来 选取 ， 使 得 式 (7.1 - 23) 成 立 。 于 是 4, 可 以 通过 解 下 列 方 程 组 得 到 


" 7 Sp ” 
> л. uz) и, Gaz v, (t) v, (4! 
а qa a 


=f frao uC wdrde 


5” Са, Б) а], ВАС £ айт. СЬ 连续 ， 则 核 可 以 用 x， 的 多 项 式 -- 致 
扣 近 ， 此 时 可 以 取 此 多 项 式 为 L(x,t)。 

6° 在 $7.4 中 将 介绍 的 Galerkin 法 及 最 小 二 乘法 ， 也 是 一 种 把 已 知 核 用 退化 核 代 蔡 来 
解 积分 方程 的 方法 。 


87.2 ”用 数值 积分 法 求 积 分 方程 的 近似 解 


对 于 第 二 类 Fredholm 方程 
Фб) Арск = f(z) (7.2-1) 


可 以 用 退化 核 代 昔 它 的 核 来 求 它 的 近似 解 ， 但 这 需要 计算 积分 ， 当 退化 核 的 项 数 较 多 时 ， 要 
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进行 的 计算 很 复杂 ， 这 种 缺点 在 用 逐次 通 近 法 求 近似 解 时 也 会 出 现 。 以 下 介绍 用 数值 积分 公 
式 把 积分 方程 中 的 积分 用 和 式 代替 ， 然 后 求 出 它 的 近似 解 的 方法 ， 这 就 可 以 免 去 复杂 的 积分 
运算 。 当 核 ECr, 沪 不 是 由 解析 式 ， 而 是 由 数 表 形 式 给 出 时 ， 这 种 方法 更 显 出 它 的 优越 性 - 


1. 用 线性 方程 组 代替 积分 方程 


设 方程 (7. 2 - 1) 中 的 k(xz,t) 及 f(x) 存在 一 定 阶 数 的 连续 导数 ,这 祥 能 保证 相应 的 数 信 积 
分 公式 有 效 ; 4 为 已 知 常数 。 
取 任 一 种 数值 积分 公式 
[сог = J, Aglar) (7.2-2) 


m 


式 中 ro zo се, z, HRE Ca bP RRE ЖК A, A;, o A, 与 函数 OERE 
关 。 
对 于 式 (7?7.2-1)， 令 xzx= r,(j=1,2,-.,n), 831 


gaz) — Асов = Дх) j=1,2-=,n (7.2-3) 
由 数值 积分 公式 式 (7.2 - 2)， 式 (7.2 - 3) 左 端的 积分 可 以 用 和 式 代替 


pr) — А?) Amk CE EDP) = f(z,) 


考虑 方程 组 
ёт) = ADAR EEn) P En) = /(т,) (7.24) 


方程 组 (7.2 - 4) Ë » НИ pr), pera), s Ped A) n MARR PERRAS RIED FEA. 


解 此 方程 组 ， 所 得 到 的 解 pi), Pas = PEDT ARH gz) 在 节点 ту. ro бө, zx 的 
近似 值 ， 从 而 可 以 把 方程 (7.2 一 1) 在 区 冶 Ca, 妇 的 近似 解 取 为 


фо) = fo) HAYAL, zo) (z) (7.2-5) 


在 节点 处 ，?tz) 一 红 z)， 节 点 取得 越 多 ， 照 例 误差 越 小 ,但 由 于 节点 个 数 增多 ， 解 线性 方程 
组 (7. 2 - 4) 的 难度 增加 , 累积 误差 也 增 大 。 因此 , 为 了 减 小 误差 , 要 选取 较 精 确 的 数值 积分 公 
A, 例如 选用 Gauss AIt Chebyshev 公式 。 R Gauss 公式 更 准确 , 但 由 于 Chebyshev 公 
式 中 的 A, 尾 相同 的 ， 所 以 用 Chebyshev 公式 求 积 分 方程 的 近似 解 要 简便 些 。 


2. 数值 积分 公式 及 溪 差 估计 


在 数值 积分 公式 (7. 2 - 2) 中 ， 系 数 A, 及 坐标 r; 分 别 为 
(1) EBAR 

жү =аул = а + his rz, = a + (п — Dh; 
b—a 


Ау =A: = = = A, = h.h = 
п 


(2) 梯形 公式 
m азж = а + hyper, =a + (п — Dh =b 
= 43 — 


А, =A, = k.A. р An as Su Nuse 
(3) Simpson 公式 
Ti =d T, = а + hs rmti = а + 2mh = b 


h 
А “Амы = g A = А, = = Д = 


Ау =A; = + = Am = Ehh = 26 


用 数值 积分 公式 求 积分 方程 近似 解 所 引起 的 误差 ， 决 定 于 所 采用 数值 积分 公式 所 产生 的 
误差 .如 果 数 值 积分 公式 所 产生 的 误差 越 小 , 则 用 方程 组 (7.2 - 4) 代替 积分 方程 (7. 2 - 1) 所 得 
到 的 结果 的 误差 就 越 小 。 

在 利用 数 信 积 分 公式 时 ， 要 考虑 被 积 函 数 是 否 具有 数值 积分 公式 余 项 ( 即 误差 ) 中 所 涉及 
的 导数 。 这 就 要 求 (z,t) 及 g(x) 具 有 相应 的 导数 ,而 为 了 使 gkx) 满 足 上 述 要 求 ， 只 要 (x,t) 


及 f(z) 具有 相应 的 导数 就 可 以 了 。 这 晨 由 于 车 k(z,) 及 (x) 具有 直到 及 阶 的 连续 导数 
LEED g Atr) ， 则 对 式 (7.2 - DERRE 次 ， 就 可 知 KORN n MERIK, 
"Q = "с 十 нош (7.2-6) 


如 果 核 (zx,t) 具 有 若干 阶 导 数 ， 但 f(z) 具有 奇 点 ， 则 可 作 未 知 函 数 的 代 换 
Pr} = ф(х) — flr) 
于 是 得 到 


gz) 一 ШЕ = 00) 0.2-7) 


式 中 HOE Are fay: 


方程 (7. 2- 7) 与 (7.2 - ]) 类 型 相同 ， 但 它 的 自由 项 不 再 有 奇 点 。 
此 外 , В АС) еее 上 有 吞 点 时 ,通常 是 &(z,D 本 身 或 它 的 导数 户 (z, 轨 在 ! 一 工 十 
有 跳 牙 。 在 把 方程 (7. 2 ~- 1) 化 为 方程 组 (7.2 - 4) 前 ， 可 以 把 方程 (7. 2 - 1) 写 成 


pali- Асов) Асос — gridt = f(z) (7.2-8) 
上 式 左 端 第 二 个 积分 中 rt) 一 wz) 当 t 一 工时 为 零 , 因此 被 积 函数 不 再 具有 间断 点 ,于 是 可 把 
此 积分 用 有 限 和 来 近似 . 另外 在 оС) = [хов 中 不 含 未 知 函数 , 所 以 容易 计算 出 来 . 这 
样 方 程 (7.2- 8) 可 以 用 有 限 方程 组 


Ф 001 — Xx — АЎ) A Cr л)? GO) — PD = fr) 
€ 


} G = 1,2,-.n) 
来 近似 。 利 用 上 述 方程 组 求 出 的 近似 解 ， 比 用 方程 组 (7, 2 - 4) 求 出 的 近似 解 要 好 。 
如 果 核 为 对 称 核 , 即 kCr,t) АС, ОВ, 方程 组 (7. 2 -4) 不 - 定 是 对 称 方程 组 。 为 了 使 方 


程 组 (7.2 - 4) 比 较 篇 单 ， 可 以 进行 对 称 化 ， 即 把 第 э AYERI VA, 并 令 =, = 


МА с 干 是 得 到 - -组 合 = 的 对 称 方程 组 ， 此 时 фос ОШ ЖИЕН ОЯ МАА). 
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以 下 进行 误差 估计。 方程 组 (7. 2 4? 的 系数 行列 式 为 
ЛО) = det (èm — AA) jm = 12n 
Л, ВТЗ 4(2) 的 第 7 列 ,第 m 行 元 素 的 代数 余子 式 . 则 方程 组 (7. 2-4) 的 解 可 写 
成 
Фо = друг) 7) j= 0н э (7.2-9) 


下 面 来 估计 未 知 函 数 wz) 在 жу, су, е, zu 各 点 的 准确 值 а) у (пт) 的 差 (i 一 1,2,…， 


n)a 


设 f(x) 与 &(x,t) 有 pp 阶 连续 导数 , 于 是 g(x) 就 也 有 pp 阶 连续 导数 , BH”, NO, MS, 
Mt 分 别 为 |g? (Cz) |. FP G) |, [Zren SG.) HER f H, N”, ме 


分 别 为 lp (т) |, |£ GO) |, lk Qz, D | 的 上 界 . 这样 容易 估计 出 被 积 函 数 &Cr,t)9(2) 及 其 
导数 的 上 界 。 出 Leibniz 的 乘积 求 导 法 则 ， 就 有 


ас ра) | «нм? + CHYM) + + НӘМӘ = Te (17.02-10) 


再 记 
kesiya: — У)А„& (т, Grn) == (л) 
“ 1 


的 绝对 信 的 上 界 为 a， 则 有 
|oCeyi <о,|о(х)| < c 

s 容易 用 包含 了" 的 公式 来 估计 。 这 个 估计 与 所 用 的 数值 积分 公 臣 有关。 例如, 在 用 梯形 公式 
时 

1 Фа) 

sS Gat: 

用 Simpson 公式 时 

„1. Фа) 


ig 
而 用 Gauss 公式 时 


ПИРИ 
s< 2241 дн) Gi 


总 之 ， 这 些 估计 形式 都 是 Ало, ДА, 是 一 个 与 数值 积分 公式 的 种 类 有 关 、 而 与 
被 积 函数 无 关 的 数 。 ` 
现在 来 估计 102) ~ 9 (z)| 。 由 于 
PT,) 一 АУЛА ВС то) = f(x,) 十 MoGCz) 

由 公式 (7.2 -9)， 上 述 方程 组 的 解 为 

хз = ZORA Amlan HAI] G= 2n) 02-100 
由 式 (7.2-9).(7.2-11), 得 到 

жад — 9 G) | < AÈ | Am ПАСЕ < JAIB 
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G = 1,2,+езл) (7.2-12) 
式 中 В = тах У) L... 


由 于 在 解 方程 组 (7. 2 - 4) 时 已 算 过 4 及 J(z)， 使 用 估计 式 (7. 2 - 12) 还 是 较 方便 的 。 
把 式 (7.2- 5) 及 


gG) = fE) Ф АМ) Ank lErEn Pr) 十 Mo(z) 


x=, 


Сос) SOTRA Жиз УЗА, 5—4, йж 


IKO) — p G) | < ТАЈА, NAC En) + Pn) — P (z,) | + 


là |a < ПЕТ + [MBM™(b — a)] (7.2-13) 
估计 式 (7.2- 13) 的 缺点 是 在 о 的 估计 式 中 包含 T", W TOPAS RAAK фс) КТО 
导数 的 上 界 H°, HY, e, H”. ERATE., HT АИ B, MP, NORR. 
由 式 (7,2-6) 
H? НАФ DME + NO s= 0,1,2, 
所 以 对 (7,2- 10) 右 端的 了 ”可 进行 以 下 的 估计 
TO = HOM? + СНМ + + нем < ММ 十 CINOAM + 
e + мем + JA] = a)(M MP) + СММ 十 
"+ ММН = P, + НОФ, 
AF 已 、Q, 都 旦 已 知 量 。 
于 是 
s< kT” АФР, + QH®) 
利用 上 式 ， 信 计 式 (7, 2 -13) 可 写 为 
gz) — p (z)| SMOBIAG — a) + 12А, (P. + Q. + ӘН) (7.2-14) 
记 |# (x) | 的 上 界 为 5， 它 的 大 小 可 以 这 样 估计 ， 由 式 (7.2- 9) 及 万 的 定义 
ig æ) < BNU 
再 由 式 (7.2- 5)， 可 知 
[pD] EN 二 Mo (6 — МВ = S 
由 式 67.2- 14›, ЖЖ 
|e@(r)| <S + (1 + BMP HA а) ААР, + QHO) 
内 此 jool 的 上 界 
HO < S + Q + ВМА 6 а) ААР, + QH”) 
若 
D = 1 — M“ АВФ — а) + 17|А|45„0,> 0 
就 可 得 估计 式 
S + СМ АВО — a) -+ 1J|à}k,P, 
1 — СМ АВО — a) + 1) |А|А,6, 


не < (7.2- 15) 
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由 于 k 很 小 ， 为 使 рро, 一 般 只 需 B、M"、Q,、14| 都 不 太 大 就 可 以 了 。 

当 D>0 时 , 解 g(x) 有 界 ， 这 说 明 4 不 是 积分 方程 的 特征 值 。 否 则 ， 对 此 g(x) 可 以 加 上 
齐 次 积分 方程 的 任何 解 (所 加 上 的 解 可 以 到 得 很 大 )， 使 不 等 式 (7. 2 - 15) 不 能 成 立 。 

把 估计 式 (7. 2 一 15) 代 入 式 (7.2 - 14)， 就 可 以 得 到 Kr) — p (z) | 的 估计 式 ， 在 其 中 只 
出 现 未 知 量 ， 而 不 再 出 现 未 知 函 数 及 其 导数 的 上 界 。 


例 7.2.1 RE 
a 
Ka) 十 fre рой = e — z (7.2-16) 
的 近似 解 。 
W ЖО, ДИ л,=0, zs 二 0.5, =l, А]Җ(7.2-16)® r=0, r=0.5, r=1, 得 到 
gav) = 1 
90.5) + 0. sjes - Dede — е" — 0.5 (7.2-17) 


g0) КЕ рр = е— 1 


B Simpson 公式 
Гео ЕФ 十 ж 5) +0) 


将 上 列 方程 组 每 一 个 方程 中 的 积分 用 有 限 和 代替 。 式 (7. 2 - 17) 中 第 二 个 方程 的 被 积 函数 


КЕШ) 
ач) = 5—60) 
“Ёё а 
PE gO) = 000.5) = ро, а = — lD 
РА Е 
ий o sies- pgod = S- go. 5) + 1) (7-2-18) 
° š 12 


式 (7.2- 17) 中 第 三 个 方程 的 被 积 函数 2, O = (e—1) рб), 十 是 
6200) = 0,gx(0.5) = (es ~ 10400. 5), 600) = (e — 1) 


因此 
apa R А 
fe ов = 4 но 5 40е De ОРТ 
‚ 
把 式 (7.2- 18)、(7.2- 19) 代 入 式 (7.2-… 17)， 得 线性 方程 组 
жо) =1 
en +72 ер „ск; 
Haos) + Ee = e 一 05 
S= ; 
Ке" — Deyo.s) + Ў) =e— 1 
3 6 
Jee =1 
ш 1.094 7400. 5) + 0. 054 1901) = 1. 148 7 
le 432 59(0. 5) + 1. 286 4701) = 1.718 3 
解 之 ， 得 


一 147 一 


900) = 1,@00.5) = 0.999 9,41) = 0. 999 6 (7.2-20) 
_ з 
取 9 (z) = er — z — Абен — 1)ф(т„) 
= 


RP 210, 220.5, 2—1; A=, А2, А1 


° 

由 式 (7.2- 20) 

P Ce) = e — х(0. 66666% 十 0.1666e')》 — 0. 16682 

实际 上 ， 方程 (7. 2 - 6) 的 精确 解 为 wz) 三 1。 

设 工 为 平面 上 一 条 充分 光滑 的 闭 曲 线 , 由 了 所 围 的 平面 区 域 上 的 Laplace 方程 第 -…( 内 》 
WAHE Dirichlet 问题 

Zu(z,y) = Orule = fO) 

可 以 化 为 解 积分 方程 


aln 上 
+ 


zuo- |, y Od = fO (7.2-21) 
RP 人 是 确定 曲线 世上 点 的 位 置 的 参数 人 。 

Р (х). у (O), P, {т (z), y Cr) ，z 一 zz)，y 一 ynD，0<r 委 nm 为 曲线 工 的 参数 
方程 ;r 一 PP ,r H r B n Р, 点 处 的 外 法 线 向 量 ;do HAKMO Яа fo) 
DERRY. IRA x(z) 为 密度 的 双 层 势 形式 的 调和 范 数 时 ， 就 得 到 积分 方程 (7. 2 ~ 21)。 

以 下 给 出 Sin 二 de 的 其 他 形式 的 表达 式 。 


а 
СД 


ln Las = (eostn i) Žin Í 十 cos(n,j) ж +) 


= LER 80), + 20 = УО ови, ))ао 


过 1 [© = zW фуу ү 200 = 294) 


1 Cyt) — yr (Gr) — Сх(т) — z(02 “Өң, 
r r 


于 是 式 (7.2- 21) 可 记 为 
пиво 十 | tn) 
=fG@) 


Цуй) — ya (D) — бте) — z(y (0) gy 
æ) — х(т))®+ OOD — yn) 


ЕД 


z = а cosr,y = Б sint, -- x r < z 


方程 (7, 2 -21) 就 化 为 


хас 十 ЁГ — D 一 ar = /ao 
2а). н у etoos? ETE 
2 


ЖФ є SW Bb aK ү 。 特别 是 , 当 a=5, b=3, РО) = ar? + у?) = =(25 一 
l6sin2J 时 ， 方 程 (7.2 - 21) 就 取 以 下 形式 
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AD ”一 一 “上 _. dr — 25 — 16sin’t 


(7.2~22 
Пот р 0 басов 7 е 
2 
上 式 积分 前 的 系数 ~ 0.095 5， 为 了 简化 计算 把 它 取 为 0. 1， 于 是 可 以 求 下 列 积分 方程 
ко 十 [ro аа ту = 25 一 16siny (7.2-23) 


的 近似 解 。 
例 7.2.2 求 积 分 方程 (7. 2- 23) 的 近似 解 。 
E ”不 难看 出 ,方程 (7. 2 - 23) 的 解 具 有 性 质 
Ai) = nG) 


把 积分 区 加 11<x 分 为 12 等 分 ,把 Су е S ) 的 近似 值 记 为 pj 一 0,1.2,…,6)， 由 向 题 的 对 


称 性 ， 可 知 p=p ，， 因 此 只 需 在 0 撩 :所 =: 内 确定 ktt)? 就 可 以 了 。 再 利用 矩形 公式 求 积分 
的 近似 值 ， 可 得 到 确定 o. ш. ms p. 的 线性 代数 方程 组 
| 1.196. + 0. 35%, + 0.316 | 0.152, = 25 
0.18m + 1. 344, ~ 0.32% + 0.162 = 21 
1 0.16% + 0. 32p + 1.346; + 0. 1844 = 13 
[ 0.15p + 0-31 1! 0.352 + 1.19 = 9 
解 之 ， 得 
a = 18.014, = 12, 274,4 = 4. 726, = 0.953 
实际 上 ， 方 程 (7. 2 - у 
ка) = и + си. = 8.50 + 7. 53cos2 


于 是 BCO) = 16.03,p| Ç ! Ж | 12.265, FIS 4.735, 0. 970 
НА, Дно, 
3. 第 一 类 Fredholm 方程 的 近似 解 


以 上 看 到 ， 第 类 Fredhoim 方程 的 近似 解 可 以 用 数值 积分 公式 求 出 。 第 一 类 Fredholm 
方程 


ға) = Га Әф) (7.2-24) 


的 近似 解 ， 原 则 上 亦 可 用 数值 积分 公式 来 求 . 
将 式 47.2 ` 24) 中 的 积分 用 数值 积分 公式 中 的 和 式 代 蔡 ,与 第 二 类 Fredholm 方程 类 似 , 可 
得 到 


Дт) 一 Аааа, ) (7.2 25) 


RP An ERRER., ФО ЛО) Л, ф\л„)—ф,. АС) В (7.2 253808 
为 
= 149 — 


S, = 218,9, 


=1 


BERB- (Bu) Манан се (С) 存在 ， 则 


Kan) = g, = >C..f, 
i 


由 于 矩阵 BOTER R 4 6918 W 318.) EDE КЁ, ERRER, AOD ЕЯ 

会 引起 PO (9,) 大 的 误差 ,所 以 用 上 述 数值 积分 法 求 第 一 类 Fredholm 方程 的 近似 解 , 结果 

往往 不 理想 。 此 外 , 可 能 会 出 现 积分 方程 (7. 2 ~ 24) 原 来 无 解 , 但 经 离散 化 后 得 到 的 线性 代数 
方程 组 却 有 解 的 情况 ， 如 果 看 不 出 这 个 事实 ， 就 会 产生 错误 。 


4. 第 二 类 Volterra 方程 
Б 26 Volterra 方程 


Ж 


ga) 一 дасе), = fu) (7-2-26) 
也 可 以 利用 数值 积分 公式 求 近似 解 , RP kt) ENTE осесть Ез f(z) 定义 在 a 所 zx <Б 
Ea | 
11824 але В}, EN k(z,r)=0, 则 式 (7.2 -26) 可 看 成 为 第 二 类 Fredholm 方程 。 
对 方程 (7. 2 -26) 令 xz 一 六 (7 一 1,2, .72)， 并 利用 式 (7.2- 2) 把 其 中 的 积分 用 有 限 和 代替 ,就 
有 


, 
多 一 АУА, =f, G= 1,2,6) (7.2-27) 


RP ф=фт), В.А) РГС), 
式 (7.2 - 27) 是 一 个 线性 方程 组 , Ш РЕНА Е-Е Е, 求解 非常 方便 。 在 
Ca, 纪 内 各 节点 之 间 的 点 ， 解 的 近似 值 可 以 用 下 式 求 出 


оо S АЗДА, + fr) z< r< =, (7.2 - 28) 
= 
当 六 "co 时 ， 这 个 近似 解 一 致 收 全 于 方程 (7. 2 - 266936 08 WE. 
例 7.2.3 求 方程 
Ka) 一 [ep = 0.5(e-' 十 e-*) (7.2 - 29) 
А 


在 C0,1) 的 近似 解 ， 步 长 取 为 0.2。 
解 ” 用 w=6 的 梯形 公式 , 就 有 


дА ота 02 (би =2,3,4.5) 


对 方程 (7.3- 29) 令 х=л,(у=1,2,+,6), 98] 
p= 
Ф [е g(t)dt = 0.50679 + e7") j= 2,3936 
° 


对 上 式 中 的 定 积分 用 梯形 公式 (4h 二 0.2)， 就 有 


s 
l 


h 
Pa — F (ka, + даф) = f; 
h ， 
P= y Rafi + kap, + kap) = f, 
h 
Ф уйн + 20а, + Ааф) + kaga) = f, (7. 2-30) 


h 
% gan + 2(ku9, + kup + Rup) БАр – f; 


Es 
% 2 Скай + 2069, + kapy + kap, + Rap) + kup, = fs 
PA kde, fOCr)=0.5(e 十 e“*) 的 函数 表 ( 见 表 7 一 1) 


#7 1 RAR 

m kim Ë= ham ks à: 79 

1 1. 00000 0. 81873 . 0.54881 . 44933 . 36788 
2 0. 81873 0. 67032 . 0.44933 . 36788 . 30119 
з 0. 67032 0. 54881 Ë 0. 36788 . 30119 . 21660 
4 0. 54881 0. 44933 . 0. 30119 . 24660 . 20190 
5 0.44933 0. 36788 . 0. 24660 ‚20190 . 16530 
К i 


0, 36788 0. 30129 . 0.20190 ‚16530 . 13534 


及 式 (7.2- 30)， 可 依次 求 出 
A =Л = 1. 0000 
h k, ia 
g = set, Р) 7% | = 0.820 7 


h h 9 
а= [f, + kan + мр) ы.) = 0.6731 


һ A 
p = f, + Skan + hka аа) УМ] = 0.5518 


в =[f, + Ekap + Aa + bog, + hago J|1 


Ф (^+ Акар + Akap 十 бый, + бый, + Aug)]| 1 一 ЕЯ = 0.370 5 
再 由 式 (7. 2 - 28)， 可 得 方程 (7.2 - 29) 的 近似 解 。 
5. 第 一 类 Volterra 方程 的 近似 解 
对 第 -类 Volterra 方程 
Ake pd = fa) (7.2-31) 


可 直接 用 数值 积分 公式 求 近 似 解 ， 不 必 化 为 第 二 类 Voltera 方程 求解 。 
例 7.2.4 用 梯形 法 则 求 方程 


ficos = фай — sin x (7.2- 32) 
i 


at 151 ea 


的 近似 解 ， 式 中 KSS, KRA A= 0.1. 
解 对 式 (7.2- 32) 令 z 一 0.1， 并 利用 梯形 公式 就 有 
| $ + 0. 1C(eos 0. DACO) + (соз 0300. 1)2 ~ sin 0.1 
为 了 求 出 00. 1) 的 近似 值 ， 需 要 定 出 0) ， 当 &Czz) 天 0 时 ， 由 式 (4.2 - 2), HÑ ба) = 
ZY, шж л шж нш жин, АПАГА EUU 1 和 Aa DEBE. FN 


程 (7.2…32) 


到 人 二 cos0 一 1 
从 而 «о. 1) a (208.01 — cos о. 1} 1.001 66 


类 似 地 令 * 一 0.2， 就 有 


r 1С(соз 0. 2)ф(0) + 2(cos 0. 1)@(0. 1) + (соѕ 0)@(0. 207 = sin 0. 2 


000.2) == 1. 000 01 
对 方程 (7.2 一 31)， 用 公式 
1; 


2 m=0 


可 按 上 述 类 侯 的 方式 依次 求 出 gt 到 (J 二 1,2,…)， 和 由 于 对 应 线性 方程 组 的 系数 矩阵 是 下 三 角 
和 矩阵， 所 以 很 容易 求 出 Ph. 
对 于 本 例 中 的 方程 (7.2 - 32) 有 


l, озге; 
ZAR sest G т)АһдфотА) + 


Jt 
h X) (Oh, mh)gOmh) + kCjh, (т + 1)h)gC(m 二 13A) = Gh 了 一 12 


cosl — m — 10209 Оп + 1)h)} = sin jh H= e 
， 见 表 7-2。 


表 7-2 例 7.2.4 计 算 结 果 
T = п T йе; | ЫЫ КЫ aT | 
1 0.0 0.1 0.2 0.3 04 ү 0.5 0.6 0.7 0.5 0.9 1.0 


Ба | а — H hemat ia 
L) |1 0000 [1.00166] i. 00001 | 1.00168 | 1. 00001 | 1, 00166 | 1, 00001 | 1. 00166 Т ооо | 1 Se 0. 99998 
х 1л 1.2 1.3 1. [ 1.5 1.6 | 


1.7 1.8 1% 2.9 


į 1.00171 | 0. 39994 ;1. 00172 | o. 99992 | 1. 00177 0. 99985 


а) | 1.00167 | 0. 99999 | 1. 00168 


实际 上 ， 方 程 (7.2 32) 的 解 可 以 用 积分 变换 求 出 : (#2) 二 1。 


57.3 逐次 通 近 法 
在 理论 上 ， 订 以 用 逐次 通 近 法 证 明 积 分 方程 解 的 存在 性 ， 在 实用 上 ， 可 以 用 这 种 方法 得 


到 积分 方程 的 近似 解 。 逐 次 示 近 法 不 仅 适 用 于 线性 积分 方程 ， 还 可 用 于 非 线性 积分 方程 及 积 
分 方程 组 。 
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1. 第 二 类 Fredholm 方程 
第 二 类 Fredholm 积分 方程 
а = [йй + fe) (3- D 
可 以 用 和 迭代 公式 
g. G) 一 дово + f(z) (7.2-2) 


得 到 函数 序列 {gp。(z)}， 如 果 Нпр, Сс) 存在 ， 则 极限 函数 就 是 方程 (7. 3 - 1) 的 精确 解 。 
对 某 一 正 整 数 mx，g, (x) 可 以 作为 方程 (7. 3 ~ 1) 的 近似 解 ， 零 次 近似 pp(z) 可 任意 选取 。 
以 下 给 出 序列 (7. 3 - 2 收敛 的 条 件 。 
首先 假设 
“з 
B = | | it аав < se (7.3-3) 


A 
F Раа < = (7.3-4) 


上 述 要 求 不 是 必要 的 ， 但 作 上 述 假设 让 以 使 逐次 明 近 法 收 义 的 条 件 表达 得 较为 简单 。 

定理 7.3.1 设 条 件 式 (7.3- 3) 及 (7. 3-ORZ, FAA ЖНА 是 核 k(z r 35 
- -特征 值 ( 即 绝对 值 最 小 的 特征 值 ), 则 由 式 (7. 3 - 2) 定 义 的 序列 {@, (z)) 平方 平均 收 僵 于 积 
分 方 种 (7.3 - 1) 的 解 。 

如 果 上 述 定理 的 条 件 成 立 ， 而 核 &Cz,D 还 满足 条 件 

feao a: <C} = солы (aLr <b) 0.3-5) 

则 序列 (е, G) TEX Ca b) E— Ska BNET. 3 - 1) 的 解 。 

取 区 十 1 阶 近似 所 引起 的 误差 ， 有 以 下 估计 : 


жа) — g, GO СВТ ABIHO + (7.3-6) 


Бам] 
1— [àB]! 


式 中 F AROS- ORE O= (Гас сб = | max [ktd 
定理 7.3.1 在 某 种 意义 下 的 着 命题 也 成 立 : 如 果 对 于 某 个 4, 且 对 方程 (7. 3 -1) 的 任意 
HART OO, 逐次 逼近 过 程 都 收敛 ， 则 |A1< 2 |。 
由 于 条 件 1A1< | 为 | 有 时 不 容易 验证 。 以 下 给 出 逐次 近 法 收敛 性 的 某 些 更 简单 的 充分 条 件 。 
如 果 积 分 方程 (7. 3 - 1) 的 核 E(r,z) 满 站 条 件 (7.3… 5)， 则 当 


< (7.3-7) 
成 立时 ， 序 列 (g, Сс) 在 Ce, 的 上 一 致 收 剑 于 方程 (7.3- 1) 的 解 。 


如 果 区 间 (e DJAR ,而 核 &(z,z? 是 一 个 有 界 函 数 , 即 存在 正常 数 4 ,使 得 对 as<sz, ср 
中 的 所 有 z, c 都 有 | Ce, D ISA WSR 


< 1 (7.3-8) 


成 立时 ， 序 列 (g, CG) -一 致 收复 于 方程 (7. 3- 1) 的 解 。 
一 153 一 


此 外 ,为 了 保证 序列 (р, с) 的 收敛 性 ， 自 由 项 A(z) 满 足 条 件 (7. ЫЗ, 
实际 上 只 要 积分 | 17(z?1dy ARRIA T. 
ятан 


Alz) 
|z = | 


AP |ACG,O|< M = const, 0 < а 1, ООА 


k(xz,t) = 


а 
1А < ОТЕ уш 


07.3.1 RFE 
фт) = [ga +1 (7.3-9) 
的 近似 解 ， 并 估计 近似 解 的 误差 。 
解 取 g(x) 三 1， 则 依次 有 


Ñ | 
па) = fated 


pa) = [1+ 5) ¿=+ |+] 
go = fæl ihti) 


OEE SEES 


于 是 1 
3 

4 
容易 验证 tir 确 是 方程 (7. 3 - 9) 的 解 。 


以 下 用 不 等 式 (7. 3 6) 来 估计 误差， 此 时 А=1, Ф=1, Е=1, 


^ = \/ шах [, (х?уш = —= B = [ее "х4 = 一 一 
охааа 


= — —29 + М15 
1) мм iD” 


于 是 


mta 


00 一 кею! El 


К m 增 大 时 ， 很 快 收敛 于 零 。 

应 该 指出 , 用 逐次 通 近 法 的 主要 困难 在 于 用 式 (7. 3 - 2? 计 算 积 分 。-- 般 来 说 , 它 要 用 数值 
积分 公式 来 求 ， 因 此 在 求 积分 方程 近似 解 时 , 首先 应 该 考虑 用 Taylor 展开 把 已 知 核 用 退化 核 
来 代替 的 方法 ， 或 利用 数值 积分 公 趟 用 有 限 和 代替 方程 中 的 积分 这 两 种 方便 、 行 之 有 效 的 方 
法 。 其 次 再 考虑 便于 在 计算 机 上 进行 达 代 的 逐次 去 近 法 ， 

用 逐次 通 近 法 求 第 -类 Fredholm 方程 近似 解 的 讨论 ， 见 8 6. 3。 
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2. Ж = #% Volterra 方程 
在 8$7.2 中 ,我们 已 经 介绍 了 用 数值 积分 公式 求 第 “类 Volterra 方程 
фт) 一 站 #бхм)ф@а)Ф = fr) 


(7.3-10) 


近似 解 的 方法 ， 而 在 S 4. 1 中 ,我 们 已 经 知道 ， 当 4 取 任何 值 时 ， 逐 次 道 近 过 程 总 是 收敛 的 ， 
如 果 核 (Cz,t)、 自 由 项 (zx) 为 连续 , 则 序列 (g Cz)) Elab] G< 上 一 致 收敛 于 积分 


方程 (7, 3 -10) 的 解 , 式 中 多 ,1(z) = f(x) 十 Асов ; 


由 于 对 第 二 类 Volterra 方程 来 说 ， 当 》 取 任何 值 时 ， 逐 次 通 近 法 总 是 有 效 的 ， 四 此 不 妨 


把 燃 (z,t) 作 为 核 ， 考 虚 以 下 的 方程 
gG) = f(x) + [rengoa 
PEER p ЖИЙИ PF NA gpa FE 
жыл = fay + [kaga (а= 0102,6) 


式 (7.3-12) 右 端的 积分 亦 可 用 数值 积分 公式 来 求 出 它 的 近似 值 。 
T g... = (а), fon = ч ， 利 用 Simpson 公式 ， 可 得 到 近似 式 


бым = fx + = к. Pp, o 十 4# жаў, + 2k. 9, + 4k... 9, + 


s. + = L Ramengsm) (m = 1,2,.%) 
(n = 0,1,2.) 


式 中 ky = klana) a, = a + jhh = 58 


对 奇数 1， 通 过 二 次 抛物 线 上 三 个 点 的 二 次 插值 ， 得 到 
Paa p+ Pain = Para) 
更 精确 地 ， 通 过 三 次 抛物 线 上 四 个 点 的 三 次 插值 ， 可 得 


© = бн + 15g,,, ~ 58 — Фр 


вы С Paa а Ж Wara + Эбш fa) 


({@=3,5,7,'°) 
如 果 按 式 (7. 3 - 13) 计 算 ， 只 能 求 出 * 一 zz 点 处 gCz) 的 值 (8 二 0,],… ,pp)。 
为 了 算出 e. )， 匈 :， 可 以 分 别 利用 式 (7.3- 16) 及 式 (7.3- 15)。 
例 7.3.2 求 一 个 与 传输 系统 有 关 的 积分 方程 


0 = АО 一 ren Зас оё 


的 近似 解 ， 式 中 G=) 


T 
2! 


AW) = 


aba: 
Аш =1+ 61 I 


(7.3-11) 


7, S= 1925 


(7.3-13) 


(7.3-14) 


(7.3- 15) 


(7.3- 16) 


(1.2 - 53) 


(1.2 - 55) 
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解 шлу = Q 一 (1 + De") ,而 式 (7.3-12) 为 


л) =2- [жоло г)ёг 
3 


为 了 用 式 (7. 3 - 13) 进 行 计 算 ， 先 列 出 4' (2)，24' (1)，44'(z) 的 表 ( 见 表 7- 3)。 
7-3 АО) ,2А О) 4А ООЙ 


2 А 2800 a'n 
L. 4 =>” ту. 2 шщ Н 
0 0.25 
0.1 0. 2339420 © 
0, 9357680 
0.2 0. 2190388 0. 1380775 
0.3 0. 2052018 ©. 8208070 
0.4 0.1923498 0. 3846996 
0.5 0. 1804080 0. 7216321 
十 к 
0.6 0. 1693075 0. 3386149 
0.7 0. 1589847 0. 6359387 
0.8 0. 1493812 0. 2987623 
0,9 0, 1104430 À. 5617720 
1 0. 1321206 


按 问 题 的 条 件 , 8,(0) =2. 因此 取 初 始 近 似 函 数 %(1) 一 2。 在 求 中 人 时， 利 用 Simpson Z 
式 把 积分 用 公式 代替 ,于 是 可 得 到 前 5 次 近似 w(t) 的 表 ( 步 长 为 0.1) ,其 中 还 列 出 了 由 插值 得 
到 的 中 间 值 ( 见 表 7 -4)。 

为 了 进行 比较 ， 还 求 出 了 当 步 长 为 0.2 时 ， 同 -一 同 题 的 近似 解 ( 见 表 7 - 5)。 

以 下 介绍 应 用 罕 级 数 展开 来 解 积分 方程 (7. 3 10) 的 方法 。 

设 k(zx,f) 及 f(r) 是 工 的 解析 函数 ， 当 x -a 很 小 时 ， 借 助 于 Taylor RARA 


- Z" 
ко = у) баа. ау (7.3-17) 
7-4 9.(1) 计 算 表 ( 有 二 0.1) 
£ simpson 和 AD PD CAI (A гхо] 
° 2 2 2 2 2 
| ol 1.90327 1.90570 1. 905678 1.9056807 | 1. 9056798 
0.2 2. 8096 1. 81269 1. 821848 1. 821544 1. 8215509 1. 8215506 
[2 0.3 1. 7279 1.74758 1.746590 1.7466253 1.7466246 
9.4 5.2740 1. 6484 1.68200 f; 679808 1. 6799182 1. 6799139 
0.5 1. 5739 1.6242. 1. 62008 1.620334 1. 620323 
0.6 7.4406 1.5040 1.5734 1.56672 1.567216 1.567186 
9.7 T. 4383 1. 5290 7. 51884 1.519711 1.519650 
0,8 9. 3499 1. 3767 Ë 21. 4904 L 47590 1.477304 1.477192 
0.9 1.3188 | 1.4569 1.4373 1.43940 1. 439207 
| 11.0364 1.2642 1. 4280 1. 4023 1. 40539 1. 405090 
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表 7- 5 9(f) 计 算 表 (一 0.2)》 


+ 一 
P RO Р э) ж) жо К ] 

n 2 2 2 ХО: 2 

0.2 1.8130 1.82252 1. 822411 1.822416 1.822404 

0.4 1.6484 1.68197 | 1.679733 1.079821 1.6798168 1. 6798184 

0.6 1.5038 1.5730 1.56616 | 1.566639 1. 566618 

0.8 1.3767 1. 4903 1. 47588 1.477292 1.477183 1.477191 

1 1.264 L. 4277 1. 40198 1.40510 140480 f 

1.2 1.165 1. 3824 1.34198 | ъзїтю 1. 34712 1. 347187 

1.4 1.076 1.351 1. 2923 1. 30202 1. 30069 

1.6 170.99 1. 329 1. 2493 1. 26439 1.26208 | 1.262379 
常常 可 以 方便 地 求 出 未 知 函 数 g(x) 的 值 来 。 为 此 , 对 式 (7. 3 10) 逐 次 求 导 , 就 可 以 通过 低 阶 


ФИ. KAR С), gla), = 


Gx) = Ptz) 4 kaa) + — уй 
Hr) 
ау = Р z) + Вл) Cr) + 
уа © хуры (7.3- 18) 
жс) ga) + Ж SD pend 


再 由 


dk(xz,z) = [že + #601 
dz а 
再 在 式 (7.3- 10) 及 式 (7,3- 18) 中 令 .r=a， 就 可 得 到 为 了 确定 表达 式 式 (7.3 - 17) 右 端 所 需 
要 的 wz) 在 z=a 的 各 阶 导 数值 

фа) = (а) 

gla) =f (а) Б k(a,a)g(a) 


= * PCa) 


Pa = (a) + kaaga) + (2 920 + ЕЕ 


57.4 RERE ОНЛ) 法 


待定 系数 法 , 亦 称 为 展开 法 .。 它 的 基本 想法 是 , 把 Fredholm 方程 的 解 Ka), 用 由 n Е 
Ca, 门 上 连续 的 线性 无 关 的 函数 w(x) 的 和 式 


grla) = Уаш (т) (7.4-1) 


来 通 近 ， 只 要 确定 了 系数 ce， 近似 解 (z) 就 可 以 确定 。as 的 值 可 以 这 样 确定 ， 使 式 (7.4- 
1 在 区 亿 Ca, 扫 上 (在 某 种 意义 下 ) 尽 可 能 近似 地 满足 原 方程 。 这 种 方法 可 用 于 第 一 类 Fred- 
hotm 方程 ， 也 可 用 于 第 - -类 Fredholm 方程 。 在 (7.4 1) 式 中 ,g(x) 的 上 标 (n) 不 表示 求 n 
阶 导数 。 

对 于 第 二 类 Fredholm 方程 


57-7 


л) = [жоной ЖО (1.4-2) 
把 式 (7.4 -1) 代 入 , 就 有 
Уаш) 一 iya kadude = Ра) = ria) GZ. 4-3) 
1 i de 
只 要 能 确定 系数 a;， 由 式 (7.4- 1) 就 可 以 得 到 方程 (7.4 - 2) 的 近似 解 Z" (x)。 
as 的 值 可 以 这 样 来 确定 : 式 (7.4- 3) 乘 以 权 函 数 nlr) (8 二 1,2,…,n)， 使 得 对 每 个 ， 
r(z) 与 w(z) 的 内 积 都 是 零 。 当 选取 O Cr) =6(4 一 x4)， 称 为 配置 法 ， 当 设 wzr) 一 以 (一 1， 
2,…,n)， 称 为 矩 量 法 ， 当 设 权 函数 w(z)=w(z)uk(Cz)， 式 中 w(z) 是 适当 的 权 因 子 ， 称 为 
Galerkin 法 (有 时 把 上 述 两 种 方法 统称 为 矩 量 法 ) 。 在 最 后 一 种 情况 ,常常 选取 在 Ce 0) ЕЖЕТ 
wz) 正 交 的 函数 系 作为 {u(x))。 如 果 ustx) 选 取得 适当 , 即 它 能 刻 划 积分 方程 解 的 重要 特征 ， 
则 用 Galerkin 法 往往 能 够 求 出 结果 。 


1. 配置 法 


在 Ca, 外 适当 选取 asm<z<…<zmsb(z 称 为 配置 点 )， 使 式 (7.4- DERE r= r 
@=1, 2, +, ҖЕТЕ, B 


У п 
У\аш (а) 一 ЭЭЙ] kir tua Рува 
к=1 *=1 ri 


G = 1,2," n) 
起 (7.4~4) 是 以 qr 二 1,2，…,n) 为 未 知 数 的 线性 代数 方程 组 ,如果 它 的 解 ax 存在 , 求 出 后 代 
入 式 (7.4 -2)， 就 得 到 方程 (7. 4 一 1) 的 近似 解 。 

例 7.4.1 用 配置 法 解 对 称 核 方程 


ж) = [Жеш + + (7.4-5) 
21-0 GSD 
式 中 klat) = ! 


basar) «> 
解 ” 设 方程 (7. 4 - 5) 的 近似 解 
g (z) = a, + ах + азл? 
即 设 (x) 二 1]， u(z)=x, и,(х)=т°, FE 


z Я 
Јасон оа =Í 10 = a) + 1dr + f'a — 5 + 1de 
Á ; 


=) 


кое 


z 


А 
КОХ -| 10 — жн 十 f та = ові 
о 6 


з | 


а= z) 

I | 

[kæ Duse afia = orde [ха — Dea: 
=a — z) 
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0, = з=, Т.а 4) 成 为 


а= 0 
1 
atatt tag- (а. ват 
йй. ра а ер 
xali- нае zU alla 
а +a +a =1 
a= 0 
AE юй. na б, 
Bl Za) + а Кур = $ 


a +a: +a = 1 
解 之 ， 得 
ау = 0,а;5= 1.279 1, a,=z— 0.279 1 
因此 ， 方 程 (7.4-~ 5 的 近似 解 为 
gG) = 1.279 12 — 0.279 lz? 
它 的 精确 解 为 
sin > 
gx) = i 
配置 法 亦 可 用 米 求 第 一 类 Fredholm 方程 或 非 线 性 积分 方程 的 近似 解 。 
2. Galerkin 法 
Galerkin 法 亦 称 为 矩 最 法 ,是 待定 系数 通 近 法 的 一 种 ,利用 它 可 以 求 第 二 类 Fredholm 77 
程 
gr) = h(a gd + f(x) (7.4-2) 
的 近似 解 。 
设 上 述 积分 方程 的 近似 解 为 (7. 4 -1)， 且 设 aG), u(x), e ula), EE Lelah) 
内 完备 的 、 标 准 正 交 的 函数 系 。 系数 ae(k 二 1,2,…,n) 这 样 来 确定 , EARO. 4 3) 两 端 与 上 


述 函 数 系 中 的 前 m 个 函数 D REL, 2 sn) 在 Ca, 妇 上 正 交 ( 当 了 到 mtz) 一 习作 一 0 1 
m 一 1) 就 是 矩 量 法 ) 。 士 是 要 求 系数 ax 一 1,2,…'2) 满 足下 列 线性 方程 组 


| 
Ср Се аба) = А [keD ае маса) + Оа) наад) 


(Ф = 12, n) (7.4-6) 


式 中 符号 (…,…) 表 示 内 积 , B СРС ga = Soga de MORRA- DR 
如 果 (7.4 -2) 式 中 4 的 值 不 是 特征 值 , 则 对 充分 大 的 n 方程 组 (7.4 - 6) 单 值 可 解 , 且 当 
oso 时 ， 由 式 (7.4- 1) 确 定 的 近似 解 (在 (ea,b) 的 度量 下 ) 平 方 平 均 收敛 于 方程 (7.4- 2) 的 
精确 解 。 
例 7.4.2 F Galerkin 法 解 方程 
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pr) = [коа +z (7.4-7) 
解 选取 Legendre 多 项 式 P.(z)(n=0,1,2,…) 作 为 [一 1,1] 上 完备 的 函数 系 。 
以 下 寻求 方程 (7.4-7) 形 如 


к, 
#Э(ту = а, 1 + a, * z + a, ŠZ 1 


2 


的 近似 解 , 式 中 POEL, Pa, Рос) 81, А ORETTE. а ТУРС), 
就 有 


a= t 
2 


| А 
== Га ага ааг Зе 


а ах + аз 


ў 
z 11а 


一 上 十 Жаш (7.4-8) 


上 式 两 端 依次 乘 以 1、z、 尘 汪 J 并 关于 z ELDR AA 
oR ҢЫ ЛЖ 
24 一 0， gem g tga фа 0 
于 是 一 0, qz 一 3，as 一 0( 上 述 结果 亦 可 喜 接 从 式 (7.4 -8) 得 出 )， 因 此，y*”(7) 二 32。 不 难 
BE 3» 是 原 方程 (7.4 - 7) 的 精确 解 。 
对 于 退化 核 方程 ，Galerkin 法 给 出 精确 解 ， 以 下 例子 就 说 明 这 一 点 。 对 一 般 核 的 方程 


Galerkin 法 等 价 于 把 核 用 退化 核 代 蔡 的 方法 
3. 最 小 二 来 法 


在 用 最 小 二 莱 法 寻求 积分 方程 (7. 4 - 2) 的 、 形 如 (7.4- 1) 的 近似 解 p x) 时， 要 求 坐 标 
RHR (u ВО ОЕ Galerkin 法 一 样 ， 而 系数 а, 应 这 样 选取 ， 使 得 


[| = ще,” ов СЕ (1.49) 
取 最 小 值 。 
由 条 件 (7.4- DTG, a 应 满足 线性 方程 组 
Ула, Aus An) = (f, Au) G= 1,2, чэл) (7.4-10) 


> 
式 中 oe ff 
更 详细 地 ， 方 程 组 (7. 4 10) 的 系数 与 自由 项 可 写成 


b 一 一 一 一 
(Аш, Au.) =] ш) u lde 一 
ie КЕЛА 
ве [ә] [ кесш udad} + 
м feo нади азд 
ДА ара 
G, Au) =f fay уйг — [| ZG D fuyu, (дй 


如 果 所 给 的 4 不 是 核 &(zv5) 的 特征 值 , 则 方程 组 (7. 4-10) 对 任意 可 解 , В "(zx) 平 方 
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平均 收敛 于 фса), RP p(x) 是 方程 (7. 4 ~2) 的 解 ; 如 果 近 似 解 g”(z) 已 求 出 , 则 它 的 误差 有 
以 下 估计 


I" pl = [ie — podz 


< м| Ф Дало oa- s| 

式 中 M 为 常数 

当 4 是 核 *(z,2) 的 特征 值 时 ， 齐 次 积分 方程 

Au = ulz) 一 Мсни = 0 

具有 非 零 解 ， 其 中 线性 无 关 的 解 只 有 有 限 个 。 把 它们 记 为 wm (ш). ole) +, wplz)， 它们 的 
个 数 与 共 辑 齐 次 方程 线性 无 关 解 的 个 数 相 同 。 

积分 方程 (7. 4 -2) 可 解 的 充 要 条 件 是 (x) 与 共 示 齐 次 方程 的 所 有 解 正 交 。 而 如 果 上 述 条 
件 成 立 ， 则 方程 (7. 4 - 2) 具 有 无 限 个 解 ， 其 中 有 … 个 且 只 有 ~- 个 与 《x),， а(х), +з, 
own(z) 都 正 交 。 

如 果 上 述 消 数 (zx) (i 二 1,2,…,p) 已 知 , 则 以 上 所 述 的 解 可 以 由 最 小 二 乘法 求 出 。 为 此 ， 
取 坐 标 函 数 ， 并 取 w>>p， 上 且 设 


PP 一 Faral) 
£ 


使 得 PP) = Dalma) 一 0 j=1,2,P 
1 


利用 以 上 这 些 关 系 式 , 把 pp КА а 1,2, p 83 EA ТН. 再 按 使 | Au, 
-fi 取 最 小 值 这 一 要 求 ， 由 所 导出 的 线性 代数 方程 组 ， 就 可 以 把 其 余 np TRM а 求 出 
来 。 


4. 用 展开 法 解 第 一 类 Fredholm 方程 
对 第 一 类 Fredholm 方程 


[rangod = f (7.4-11) 
设 4zD，iD)，Fz) 都 可 以 展开 为 正 交 函数 系 fxk(z)} 的 级 数 ， 


klat) = Dlawa(r)uu) (7.4-12) 
Ка 

фа) = Усни, (t) (7.4 -13) 
= 

fG = J bula) (7.414) 
а 


忠于 函数 OCRE a AER, B 
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1 &=1 
WET 
把 式 (7.4-12)、(7.4-13)、(7.4- 14) 代 入 式 (7.4-11)， 得 到 


j. D amala jut) S lesu Gd 
Ы] m=1 


I 
| а (zyur(r)dy = ды = | 


= Уаш) = Уша) 
于 是 就 有 无 限 线性 方程 组 


Улама = 
AP 系数 ce 由 已 知 数 av 与 六 确定 。 
若 求 和 到 数 为 止 ， 就 得 到 线性 方程 组 


Saue = 
从 中 解 出 a， 由 式 (7.4 - 13) 就 可 得 出 方程 (7.4 - 11) 的 解 wz)。 
在 一 系列 情况 下 ， 由 方程 组 (7. 4 - 6 确定 系数 a, 的 问题 ,等 价 二 求 某 个 泛 函 的 极 小 值 问 
题 。 用 Ritz 法 解 此 变 分 问题 ， 与 Galerkin 法 得 到 的 结果 相同 。 


57.5 求 对 称 核 特 征 值 与 特征 函数 的 近似 方法 
用 Hilbert-schmidt 方法 解 对 称 核 积 分 方程 ， 需要 确定 核 的 特征 值 与 特征 函数 , 这 通常 用 
近似 方法 得 到 。 
1. 用 Ritz 方法 求 第 一 特征 值 
由 定理 3. 10.1， 对 称 核 方 程 
pz) = ШОО (1.5-1) 
СЕФ klet) =k aD HR- E А, 8548088 | 是 在 条 件 
lal = Qo. = асада еа 《7.5- 2) 


T прв = |GevDpceypldrdr| вовк, Rh кр = [ж.р ,由 此 定 


理 ， 第 一 特征 值 (的 绝对 值 ) 可 以 用 变 分 方法 求 出 ， 特 别 是 ， 可 以 用 以 下 的 Кил 方法 得 到 。 

ЗЕЛЕ Са Б) ЕЕЕ ЗНС (иа (а), мат) E Llad), 8 (ика) Lela bE 
备 ， 即 对 任意 下 数 e， 对 于 任意 标准 化 的 平方 可 积 函 数 /(z) 总 可 以 选取 一 个 正 整 数 ЖЖ ， 
ais а, "O ans 使 得 


Исо -o Daal) li < e 
= 


成 立 ， 即 函数 f(z) 可 以 用 Sarata) 近似 ， 所 引起 的 平方 平均 误差 是 一 个 任意 小 的 正 数 。 
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为 了 求 第 一 特征 值 入 ， 设 


p”) = Уаш) (7.5 -3) 
式 中 系数 а 这 样 选取 ， 使 得 在 满足 

Пя" 1 =1 (7.5-4) 

НАЕТ, ФС) а 
(Kg, gn) = f fka Dao dad (7.5-5) 
的 绝对 值 取 极 大 值 ， 且 是 与 特征 值 à 对 应 的 特征 函数 д 的 近似 函数 ， 所 求 出 的 极 大 值 是 核 
&Czvz) 的 第 一 特征 值 绝对 值 的 倒数 让 [的 近似 值 。 可 以 证 明 ， 所 得 到 的 近似 特征 值 不 小 于 真 

i, Ву "~>co 时 趋 于 真 值 。 


定理 7. 5.1 设 实 对 称 核 方程 (7. 5 -1) 的 第 一 特征 值 为 为 , 泛 函 (7.5-5) 的 绝对 值 在 满足 
条 件 (7.5 -4 下 的 级 大 值 的 倒数 为 ， 则 之 41， 征 lim = |à |. 


Шад 设 形 如 (7.5- 3) 的 函数 gz"(z) 使 泛 函 (7.5- 5) 的 绝对 值 在 条 件 (7.5- 4) 下 取得 极 
大 值 ， 则 有 
高 = Kgg < max (Kep) | = 
所 以 知 关 和 和 1。 下 面 再 证 im 一 | 。 


由 于 序列 {w(x)} 是 完备 的 ， 所 以 对 于 А, 所 对 应 的 标准 化 的 特征 函数 中 (zy 及 任意 的 > 
о, FEEN ра) = Yam HER a 为 常数 ， 使 


< 
1411 


Па (1-5-6) 
、 ОКК ле; 
再 设 G) = у 


于 是 ФО 满足 条 件 (7.5- 2). 
以 下 来 估计 ‖ 旭 一 多 "| 。 由 三 角 不 等 式 ， 有 


йж Пи, а, $ -lg 1< + 


£ 


因此 АЗЕ 
由 三 角 不 等 式 及 式 (7.5- 6) 
i= <ай—1а — #, << а КЇ я 6 I< 1 ++ 
шй о= |8,11, 就 有 
о21- + (7.5-7) 
及 1-5 <0<1+ 4 
即 1 一 < 二 (7.5-8) 
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而 由 式 (7.5-7) 


ПЕЧЕ тут <= 


s 


j azal layl 
в 
i 


E 
4 
取 e 足 够 小 ,使 1 一 和 > 去 ， 再 由 式 (7.5-8) 

la- <el = е, 


=218 9 — Q о) |< 2 1 —#I+2h- <. 全 十 2 (7.5—9) 
以 下 估计 

D = Кф.) — Kg”, p | 
由 定理 3.10.1，D>0。 而 由 三 角 不 等 式 

D< Kpn) — (КД? Д 
由 于 (Kip +, — ф°) = Kpop) — (Kp) + (KY д) — (К?) 
BRRR, kD 60,2), BE 

(Kg 007) = ‹д,КД”) = СК.) 
ИИ KA + 07, 1 = |(Ка.ф) — (К yl 2 р 
再 由 Bunyakovskii-Schwarz 不 等 式 及 式 (7. 5 - 9) 
D SIKA + р ls П е КС + yl 《7.5~10) 

但 {е + 8 IS а + |= 2 《7.5~11) 
而 {Кд + HN? = ИК + ола (ғ (7.5-12) 
再 由 Bunyakovskii-schwarz 不 等 式 及 式 (7.5- 11) 


[seco + 9 уд 


< 


[ecoa mo + 1700024 < [кой 
代入 式 (7.5 - 12)， 就 得 到 
{Кд + Wo < f [addr = 4B° 


式 中 B 由 式 (7.3- 3) 定 义 。 再 由 式 (7.5- 10)， 得 
D < 2Ве (7.5-13) 
由 于 函数 "在 条 件 (7. 5 - 3) 下 使 泛 函 (7.5 -5) 的 绝对 值 取 极 大 信 ， 因 此 
Kp p) | D RKP, p | > (KG p) 


所 以 1 1 = (Кид) KES, g) = D 


lima,” = |à} 


对 于 由 式 (7.5- 3) 定 义 的 g" (zx),， 有 
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ie" рео = | (шнш), асі Sanad 
由 于 {wtz)} 是 标准 正 交 系 ， 于 是 由 式 (7.5 - 4) 得 


Уа =1 (7.5-14) 
i=} 
而 
LKE, e] = |$) даа, | (7.5-15) 
ЕА 
式 中 А, = Pa yu dd 


由 于 &(z,t) 为 对 称 核 ， 因 此 A= Ан. 

在 条 件 (7.5 -14) 下 求 (7.5- 15) 的 极 大 值 ， 是 以 a1, аг, +, а, 为 自 变 数 的 多 元 函数 的 -一 
个 条 件 极 值 问题 。 

当 &(z, 四 是 正定 核 ， 即 (Kg,9) 沁 >0， 则 间 题 进一步 化 为 在 条 件 (7. 5 - 14) 下 求 二 次 型 

Kor, g”) = У) Аааа, (7.5-16) 

的 极 大 值 ， 此 时 所 求 出 的 特征 值 的 近似 值 都 是 正 数 。 

上 述 二 次 型 的 条 件 极 值 问题 ， 可 以 用 Lagrange 乘 数 法 来 解 。 为 此 ， 记 

F = УУ Акаш Ф=К—о| Da —1) 

式 中 o 是 待定 乘 数 。 | 


解 方程 组 
Ф _ əF 区 p 
a a 2 О GG=1.2,,n) 
ШШ 
Asar — aa = 0 (= 1,2,-",n) (7.5-17) 


由 于 4 ат, 于 是 (i 一 1,2,…,n) 不 全 为 零 ,因此 a.i 一 1,2,…,n) 是 线性 代 
数 方程 组 (7. 5 - 17) 的 非 零 解 。 
为 了 使 齐 次 方程 组 (7.5 ~ 17) 有 非 零 解 ， 它 的 系数 行列 式 应 该 等 于 零 ， 即 


Au—o Ay 
Яа. s. (7.5-18) 
Ал А. 


H а, RART. 5-1, HAFAI n Ж, AF Уа =l, RAR =F. 


显然 , К=о 是 在 条 件 Ум =1F,F= Удаа 的 极 大 值 , 它 就 是 a 的 n 次 代数 方程 (7. 5 


-18) 的 最 大 根 。 
在 求 出 特征 值 的 同时 ， 求 它 对 应 的 特征 函数 也 很 重要 ， 只 是 这 个 问题 比 确定 符 征 值 的 同 
题 困难 得 多 。 但 是 ， 如 果 预 先 能 断定 所 求 出 的 特征 值 对 应 的 特征 函数 是 惟一 的 ， 则 问题 的 解 
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决 就 较 简 单 。 此 时 ， 可 先 求 出 方程 (7.5 - 18) 的 根 。， 然 后 解 刘 次 代数 方程 组 (7.5 - 17)， 把 所 
RE а, an “S а, 代入 表 达 式 (7. 5 - 3)， 就 得 到 所 要 求 的 特征 函数 的 近似 表达 式 。 

例 7.5.1 用 Ritz Ж С) = z a=0, 5 二 1 的 第 一 特征 值 的 近似 值 。 

Ж 选取 Lagendre SWRA pH T EA u o ( 称 为 坐标 本数 系 ) 


Pal2r—1)=1 {Рк — DI: = ias =1 


十 是 u(z)=1 
而 РО — 1) = 22 — 1, PC2z 一 DI? = fier- Dde = 1 
于 是 ибх) = У 3 (22 — 1) 
这 样 , 设 s 
P?) = amla) + asua (z) = а + a, 3 (2z — 1) 
从 而 Ан =f fæ .dxdi = 1 
а ПИРЕ: 
Т9 А 
з OS 
os 
此 时 方程 (7. 5 ~ 18) 为 
1_, м3 | 
4 12 
= 0 
лах. Кї ы 
2 12 
即 t- ls=0 
1 
所 以 n= 51 0 
因此 第 一 特征 什 A Win uk 3. KRE zr 的 特征 值 的 真 值 也 是 3。 


2. 确定 下 一 个 特征 值 的 方法 


对 称 核 &Cz,t) 的 特征 值 a( 更 一 般 的 为 +,) 的 绝对 信 ， 可 以 用 定理 3. 10. 2 等 求 出 , 也 可 
以 利 下 下 述 定理 得 到 : 
定理 7.$.2 А.А. ,为 ,… 是 对 称 核 &C(x,t) 的 特征 值 ,对 应 的 特征 函数 (x) 5,0). 
с фо), ВТЕ, ДА 
EOD = ku, — Ў) ROAD 


ГЕП а 


(绝对 值 ) 最 小 的 特征 值 ，qp, СЙ k Сосо БШ А, ЛУН REER 
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利用 上 述 定理 ， 求 核 gz 的 特征 值 w+ 的 问题 ， 化 为 求 & "Cr'D) 的 第 一 特征 值 ， 这 可 
HER Ritz 方法 得 到 。 

实际 上 用 以 上 所 述 的 几 个 定理 是 存在 困难 的 ,因为 通常 不 能 确定 精确 度 较 高 的 特征 函数 ， 

为 了 确定 从 起 的 所 有 特征 值 ， 可 以 用 核 的 述 而 不 是 用 特征 冰 数 来 确定 它们 。 


3. 用 核 的 迹 求 特征 值 的 近似 值 
在 83.1 中 ,已 经 用 式 (3.1-4)， 即 
A= Гасло 
ЖТ АС n МОЙ, RP kalad H АС) й n КАЮ. 
Сг) ЧЫ А, TARARE RH 
可 以 证 明 ， 成 立 下 列 不 等 式 
= 
ТА = (а = 1,2) 


车 每 个 特征 值 只 对 应 一 个 特征 函数 ， 则 对 充分 大 的 >， 近似 地 成 立 
jal > Any 


pas /1 
Җ lim А 


RP А АСР) 2n KE; 对 于 充分 大 的 正 整数 nw， 成 立 下 列 近 似 公式 


lal = (7.5-19) 
ERAMA H a | 的 一 个 过 竹 近 似 值 ， 
且 成 立 


此 外 ， 还 可 证 明 


lai = — I (7.5- 20) 


上 式 右 端 给 出 1 的 一 个 不 足 近 似 值 ， 式 中 * 是 特征 值 h 的 重 数 。 
第 二 特征 什 的 绝对 值 也 可 利用 核 的 迹 来 求 。 


由 于 Ac 志 ( 见 文献 [6]) 
amaka = |Z) De A D =a 
л.д 都 是 单 特征 值 ,， А-А. — k аламини. Y n 充分 大 时 ,可 使 上 列 和 式 的 第 一 项 
十 大 于 其 他 项 ， 而 其 余 项 与 此 项 相 比 可 以 略 去 ， 二 是 得 到 近似 式 
Be 
PET 2 


由 此 可 得 到 以 下 近似 式 
= 16? — 


PERH (7-5-7210) 


ГА =] E (7.5- 22) 


如 果 已 知 A, 的 真 值 , 则 式 (7. 5-24 A REMA. MRC. 5 -22) 给 出 (| 的 过 
剩 近似 值 。 
与 (7.5-21)、(7.5- 22) 这 两 个 近似 式 相应 ， 有 以 下 极限 形式 的 公式 
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利 朋 上述 方法 ， 可 以 不 用 特征 函数 而 是 用 核 的 迹 ， 来 确定 从 第 二 特征 值 起 的 所 有 特征 值 
的 近似 值 。 当 az= 1 及 =2 时， 特征 值 的 近似 值 的 误差 яваа. 


类 似 地 ， 还 成 立 
Pa с КИРГ ПИ 
` JAA] N В„— 2B,, 


对 称 核 zt 的 偶数 级 的 迹 ， 可 以 用 式 (3,1- 8) 即 
A= [Гасло 


或 bpr 
An = [[ (xs) dudxe (7.5 -23) 
来 计算 。 
例 7.5.2 用 求 迹 的 方法 ， 计 算 核 
t (2222) 
rew- | G“ < O< rr =<1 


的 第 一 特征 值 的 近似 值 。 
解 ”由 于 A(z, 纪 是 对 称 核 ， 因 此 只 要 对 z<z 求 心 (z,2) 就 可 以 了 - 
сты) =н, du 


S| es du + 
. 


[kaykaa du + [ха „муви ойи 


而 当 x < th, k(z,u) = u,k(u,t) = u 
ще<и< а, klau) = u,klu,t) = t 
34 =<и 时 ， 由 于 上 <z， 因 而 zx<x， 于 是 

kizu) =x, klu,t) = u 
这 样 


Аче зч р 


2 7276 


ба 


00.0) = [2 и?аи + “urdu + j ztdt 
жй e 
гс 


= 168 a 


由 于 式 (7.5~23) 有 

д =2 def сови = ае = 4 

А, 2а сода = az [| 0 8 
2407.5 - 19) 


例 7.5.3 用 求 迹 的 方法 ， 求 对 称 核 
[= Vul (ran | А 
ва) = о хыт 
= Ма lnt G Z 
的 第 一 、 第 二 特征 值 的 近似 值 。 
解 ”容易 求 出 二 次 选 核 


kz. = УЛ + баа + 1 — a (х 220) 
由 式 (7.5- 23) 
1 п 1 
=. А = Е ЕР 
А = зр A= тзв’ P 12288 
由 式 (7. 5 -20) 
E 
aa = = 5.781 3d 2 = 20.116 
Жл, ч ш 


ЗИКА. SEE А, А, 分 别 是 Bessel 88 8 厂 (z) 的 第 - -、 第 二 个 零点 的 平方 ， 
即 
М = 2.404 8? = 5.783 1,4, = 5. 520 1° = 30. 472 
4. Kellogg 方法 


对 称 核 的 特征 值 还 可 以 用 以 下 叙述 的 Kellogg 方法 求 出 . ER L.G ,六 中 的 一 个 任意 函数 
Q(z)， 作 下 列 函数 序列 


Я 
ош) = f'ra DR dt 


Qr) = f kz Qa 


бо) = [асо ой 
АА А ЖИ ЕС ТМИН. АГУ Н ЕЛЕЕ РАЕВ А д (л), pla), 
+. фа, +. Ho ORRERA gpa б =1,2,ю01%-—1 ЖЕ ОСЛЕ, 


осв яб). фб. =, ñ. (COE, {ЫИ ЧЕ а СЖЗ, M [agde 


0695 + 


z 0. 
由 式 (3.4-8) 
9,0) = S: TA) (0 
式 中 a 二 (Q,g) 是 Q(z) 关 丁 标 准 下 交 函 数 系 {p(7)} 的 Fourier 系数 。 
重复 使 用 式 (3.4- 8) ， 得 到 


Фа) = ууй 


= 


由 此 可 得 
Ж - |7 (7.524) 
可 以 证 明 
АГ = + (7. 5-25) 
lim У Д9, || 
[À = lim Б (7.526) 


利用 以 上 两 式 可 以 求 第 个 特征 值 入 的 绝对 值 ， 当 (zt) 为 对 称 还 定 核 ， 就 能 得 到 入 的 值 、 
为 的 绝对 值 可 以 用 下 列 近似 公式 算出 : 


А ср ` (7.5-21) 
V IQ. 
或 
КОШИ Ге; 8 
Ег (7.5-28) 


对 于 对 称 正定 核 ， 以 上 两 式 给 出 А 本 身 的 近似 值 . 式 (7. 5 -28) 给 出 | 如 | 的 过 剩 近 似 值 ， 

当 函 数 Q(z) 选 取得 合适 ,通过 较 简单 的 计算 ,就 可 以 求 出 特征 全 或 它 的 绝对 值 的 近似 值 ， 
这 是 Keliogg 方法 的 优点 ; 但 这 种 方法 的 缺点 是 , 预先 不 知道 能 算出 的 是 第 几 个 特征 值 , НЩ 
后 的 特征 值 也 不 能 确定 。 

特别 是 ， 当 Q(x) 不 与 g%(z) 正 交 时 ， 可 以 用 式 (7. 5 - 27) 及 (7. 5 -18) 求 出 第 一 特征 值 绝 
对 值 !1 的 近似 值 ， 或 用 式 (7.5 – 25) (7. 5 -26) 求 1! 的 精确 值 。 

例 7.5.4 H Kellogg FERH АС) =r t 的 第 - -特征 值 ，0<:z .1 

解 上 (x,t) 的 特征 函数 pCz) 为 V5zi， 取 Q(x) 一 zx， 则 (Qsp) 天 9)， 可 依次 求 出 


| 

Фб) = | їй = E 
арау os 

QT) = É t 4% = Ls 


TE 
ТОЕ 


Хе | = съ Газе = ; 1 н 
эе}, ЖК 


= 1 1 
lwl = те у= 


由 式 (7.5- 26) 


кодова Es O apumi 表达 式 。 在 求 对 称 极 性 核 第 一 特征 值 
太 对 应 的 特征 函数 时 ， 常 使 用 这 种 方法 。 


5. 用 数值 积分 法 求 特征 值 的 近似 值 


对 称 核 方程 的 特征 什 的 近似 什 ， 可 以 用 数值 积分 法 求 出 来 。 
例如 ， 对 于 方程 


[Жора = ir) OKSI GZ. 5- 29) 
式 中 Вар) = min(z,t) 一 Ты 
它 的 特征 值 的 近似 值 可 以 用 以 下 两 种 方法 来 求 。 一 种 方法 是 ， 把 方程 (7.5 - 29) 化 为 
fle = Tr) dr + [lz — rt) godt = Эрол) (7. 5 - 30) 
上 式 求 导 一 次 ， 就 有 
一 2 акои + [ea = àg (x) 
HRF- K, A 


Арт) + pa) = 0 (7.5- 31) 
由 式 (7.5- 30)，98(0) 一 0, 为 使 方程 (7. 5 - 31) 在 此 定 解 条 件 下 有 非 零 解 , Л А0, 而 方程 
(7.5 - 31) 的 非 零 解 为 


gua) = Csin —— 
УА 


式 中 C 为 任意 常数 。 
把 以 上 非 零 解 代入 原 方程 (7. 5 - 29) 就 有 


(ъа аьа т lsin = = ®ш = 
再 进行 分 部 积分 ， 经 计算 得 
сап = + к = 0 
МА МА 
可 求 出 以 上 方程 的 近似 解 为 
-1 一 2.028 757 8381 N=0.242 962 685 
МА 
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一 4.913 186 4394 А; =0. 041 426 149 8 


МА 
— 一 7.978 665 712 A =0. 015 708 671 6 
М 
—l -11.085 538 41 А, =0.008 137 414 1 
Мм 

s 


上 述 特征 值 的 近似 值 还 可 以 用 数值 积分 法 来 求 。 取 /一 十 ,A(Cz,2) 有 下 列 果 数 表 ( 见 表 ? 
6) 
#7 6 ko ARRI) 


isi 


ol 


对 式 (7.5 -29) Фа =. 1 уу ，1 并 对 每 一 个 积分 使 用 Simpson 公式 来 近似 
я. 2), ,en 满足 的 线性 齐 次 方程 组 ， 要 使 此 方程 组 有 非 鹤 解 ， ns 
ý — 3 5 1 | 
6 6 u 10 2 ar 
5 š 15- д 3 
| 4 4 12 Ад! 
ш p — 32p 4 2084 — 116и + 256 = 0 


@2>, 1% и ЖЕДИ 24.053110, 5.004 228, 1.666 243, 1.276 419. FÆ. ЕВ à h 
近似 值 为 0. 250 553, 0. 052 127, 0.017 356 7, 0.013 296. 


$7.6 求 -- 般 核 特 征 值 的 近似 方法 


1. 利用 递 推 关 条 式 求 特征 值 的 近似 值 
由 于 一 般 核 (不 - 定 为 对 称 核 ) 积 分 方程 的 特征 值 是 Fredholm 行列 式 ( 见 式 (2.3 -4)》 
DQ) 一 工 十 xs 0, 
的 根 , RHE В.о. ОС, ТТЕР азан: 二 此 ,上述 递 推 关 
系 式 可 以 求 出 前 几 个 系数 Cs， 进而 求 直 级 数 (2.3- 4) 所 对 应 的 部 分 和 -一 4 的 多 项 式 ， 此 多 
== 342: 


项 式 的 恨 就 是 所 求 核 的 特征 值 的 近似 值 . tii F C. 的 计算 比较 复杂 , 所 以 上 述 方法 在 实际 上 
很 少 使 用 ， 

2. 利用 核 由 退化 核 代 替 求 特征 值 的 近似 值 

若 积分 方程 的 核 为 退化 核 

kirt 一 Na (D 
ШЕКЕ ЕНЕН Е Са ,7 二 1.2， 3 的 特征 值 -. 数 ， 式 中 
а. = f'a oade (2.2-4) 

让 是 确定 退化 核 特征 值 的 问题 化 为 一 个 代数 问题 。 


这 样 ， 如 果 任 何 已 知 核 用 退化 核 近 似 代替 ， 则 寻求 此 已 知 核 特征 值 的 近似 值 问题 ， 就 化 
为 求 近似 退化 核 所 对 应 下 阵 的 特征 值 。 
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]. 利用 核 由 退化 核 代替 的 方法 求 下 列 积分 方程 的 近似 解 ， 并 对 误差 进行 估计 。 
(ро) =e 一 z 一 Гав" — е4 


> оош тю юк 


л 


1 2 
(эрт) = 二 Dt е = — pagede 
š 
(Dr) = zr - cos r + |: (sin zt — 11@(zdz 


божо = 2+ Та ж Га — cos ауф) 
2. 用 数值 积分 法 求 下 列 方程 的 近似 解 。 
(60) 十 аео == 


u = t 
wo- f тү; fa 
i ; 
GP + af acos nat + HO = а) + sin ят) 一 2sin Z 
А 


ур) = теков 


о [eye 
3. 昨 逐 次 逼近 法 解 下 列 方程 并 估计 误 关 
Dao = 1 fega 


£ {z 2t) 
式 中 ke = | S 


Ж (с 
(gG) = z+ ШЕТ 
(Зәет) = Эх + [ош 
4. 用 配属 法 求 下 列 方程 的 近似 解 。 
| 
ое eye = 20 а) оа 
求 形 如 a 十 bx? 的 近似 解 。 
5. 用 Galerkin 法 求 下 列 方程 的 近似 解 ， 
(Dea) вае меча 


(ож) = |+ Í Gr + 5904: 


ср) =1+ +z + [G тода 
6. 用 Ritz ТЯ ЖАН. oS, с 
(йкы = zÉ 
1 x 
(йкы = | Жак 
dr-o «<о 
(30461,0) = 
Hin- (т> 
7, 用 核 的 迹 求 下 列 核 的 第 一 特征 值 的 近似 值 , 没 Елге, 
URED = z 
ORED = тё 


20-0 бо 


1 


ru — 1) (х ж) 


求 下 齐 核 的 第 一 特征 值 的 近似 值 ， 


(DEN = | 


8. 用 Kellogg 方法 


{DRX = xt (OSI 

(Wla 一 sin хып! (fT 
t (хз) 

с>, = | 人 


le G <D 
r-n (gD 
СЕС, = (G< x< 1) 


0-0 аро 


ы. Жыш 


ЖЛЕ 奇异 积分 方程 


如 果 在 积分 方程 中 的 积分 是 积分 区 间 为 无 限 ,， 或 者 在 积分 区 间 上 核 为 无 界 溺 数 的 广义 积 
分 ， 则 称 这 种 积分 方程 为 奇异 积分 方程 。 例 如 
1] воло 


п) т 


£ — 7 
эЧ = fO) 


= 
gr) 一 | Plt)eot 


Tarr 
\ к] маен = Fo 


都 是 奇异 积分 方程 。 

在 20 世纪 初 ， 几 乎 与 Fredholm 积分 方程 理论 形成 的 同时 ， 开 始 建立 一 维 奇 异 积 分 方程 
的 理论 。 早 在 1873 年 ， 俄 国 数学 家 Sokhotskii 就 已 讨论 了 这 种 方程 。 后 来 法 国 数学 家 
Poincare' 及 德国 数学 家 Hilbert 分 别 在 研究 潮汐 理论 及 解析 函数 边 值 问题 时 引出 这 种 方程 。 

1921 年 ， 德 国 数学 家 Noether 最 先 对 一 维 奇 异 积分 方程 解 的 理论 进行 系统 的 研究 ， 提出 
了 著名 的 Noether 三 定理 ， 为 奇异 积分 方程 理论 的 形成 商定 了 基础 。 此后， 特别 在 20 世纪 40 
年 代 后 ， 由 于 奇异 积分 方程 在 复 变 函数 论 、 椭 圆 型 偏 微分 方程 、 弹 性 力学 、 流体 力学 及 电磁 
波 的 平面 绕 射 问题 等 方面 有 广泛 的 应 用 ， 于 是 它 迅 速 得 到 了 进一步 的 发 展 ， 至 今 ， 一 准 奇 异 
积分 方程 已 经 具有 非常 完整 的 理论 。 作 为 解决 数学 、 物 理 等 方面 许多 问题 的 有 效 工 具 ， 它 正 
日 益 发 挥 出 它 的 作用 。 

本 章 简要 轰 述 一 维 奇 异 积分 方程 的 基本 概念 ， 基 本 理论 及 解法 ， 最 后 对 奇异 积分 方程 组 
及 数值 解法 作 简短 的 介绍 。 


8 8.1 基本 概念 


1. Cauchy 44-5 Hilbert Ж 


形 如 
Мат) 


£ Pa P 
的 方程 ， 称 为 奇异 积分 方程 ， 式 中 了 为 ОЭБ, йты. 8 L S SUS: 函数 
аш), Р), Ма, НД ЖЩ Н Ж. CELLE 3) 

1 MU- Мам) 


Ke= aG)e(@) + 二 | g(r)dr = f(t) (8.1-1) 


记 в) = Ма). = р = k(t,r) 
ER, БОЙКАТ H Ж. ERY 
lki < 4 (0 << 1 


[е = 


— 179 s= 


方程 (8, 1 - 1) 就 化 为 
aoga + © Lae | kenga = fa) (8.1 2) 
ті 2 f А 


т 


式 中 ky Cauchy 核 。 


т-1 


例如 ， 解 平面 偏 机 的 衍射 问题 所 得 到 的 方程 
tf ЖО а, = GET, B.) 


x]. a, 
( 式 中 GT,B,) 是 已 知 函数 ) 以 及 从 含有 铁 氧 体 的 波导 边 值 问题 所 导出 的 旋 程 
apu) 一 "ë Kir 一 fu) 


Jarse 
都 是 Cauchy 核 奇异 积分 方程 . 前 者 是 第 -- 类 奇异 积分 方程 , 后 者 是 第 二 类 人 奇异 积分 方程 ,以 
后 我 们 主要 讨论 第 二 类 奇异 积分 方程 。 
形 如 


_ n 
aps) + nor «боео 9.040 + h kagoda = f(s) 


的 方程 ， 称 为 Hilbert 核 奇异 积分 方程 ， 式 中 的 核 cor “二 称 为 Hilpert t. 
设 志 是 一 条 简单 、 有 连续 曲率 的 光滑 平面 闭 曲线 ， 它 的 参数 方程 为 


х= х0), y= уб) 
记 x 一 z+iy，tGs)=zG) 十 iy(s)， 则 过 的 方程 可 记 为 上 一 KGs)。 设 r 为 工 上 任 -点 ， 则 存在 人 
数 的 一 个 值 a， 使 得 r=t(o)， 可 证 明 Cauchy 核 与 Hilbert 核 存在 关系 
= 5 Ten 234, + P(s,a)do 
式 中 POORER з, o 的 连续 函数 ， 旦 满足 以 某 正 数 为 指数 的 Lipschitz 条 件 。 
特别 是 ， 当 工 为 单位 较 ， 有 


se l dr 
ep g cot 7 4+, Е 


利用 Hilbert 核 与 Cauchy 核 之 间 的 关系 , 总 可 以 把 Hilbert 核 奇异 积分 方程 化 为 Cauchy 
É S ЛИЕ. 因此 以 下 仅 叙述 Cauchy 核 奇异 积分 方程 的 理论 。 由 于 一 维 奇 异 积分 方程 的 
悍 论 较 完 整 ， 结 论 亦 较 简单 ， 因 此 下 面 主要 叙述 - - 维 奇异 积分 方程 的 理论 。 

2. 奇异 积分 算 子 ”特征 工 子 ” 相 联 算 子 ” 相 联 齐 次 方程 


在 方程 


Kp=a( 9 十 | 20а РЕ [аот 


рч ÈT 
=W) (8.1-2) 
H, айп), БООНО), kG r). ЛОВЕН, ро ЖЖ. TRIER 
为 在 Cauchy АЖ Х F fff, EH 
| KD de = limf ЖО reL 


ПЕ; Jr r — 
RP LELA ЖЕШ L ЕЙ", S PRERE e Bir] |е, 
— 176 — 


方程 (8. 1 - 27 称 为 完整 的 奇异 积分 方程, 它 除了 合 有 表征 奇 性 的 项 | 代号 dr 以 外 ,还 全 


有 有 项 | Ddr ,其 中 的 核 ER i 连续 或 只 具有 弱 厅 性 ,| ¿G.C RA 
复方 程 的 正则 部 分 -。 
如 果 方 程 不 含 正则 部 分 ， 即 形 如 下 式 的 方 和 
Каро) + | Zar = fo) (8.1-3) 
称 为 方程 (8. 1 - 2) 所 对 应 的 特征 方程 。 
天， 天 * 都 是 算 了 ,前 着 称 为 奇异 积分 算 子 ， 后 者 称 为 特征 算 子 。 
无 论 是 完整 方程 还 是 特征 方程 ,如 果 自 申 项 Acz) 三 0, 就 称 为 齐 次 的 . 否则 称 为 非 齐 次 的 。 
把 式 (8. 1 - 2)Kg PARERA L 及 正 风 部 分 со сус, RABIA T 
K 的 相 联 算 子 天 : 


ah Lf Р) б 
Кр а(офа) xÍ, EEL podr + JEEE ar 8.174) 
齐 次 方程 
кро — |, КӘ pode + | kedr = 0 (8.1-5) 


称 为 方程 (8. ] - 2) 的 相 联 齐 次 方程 。 
由 此 还 可 以 得 到 特征 算 子 的 相 联 算 子 K" 及 相 联 算 子 的 特征 算 子 K”: 


K“ аро) Lf, 200 gender (8.1-6) 
Ке =a (pU) 一 |, Star (8.1-7) 


3, 正规 性 条 件 Holder 条 件 


MEELI. RX 
AG) = alt) HE), BG) = alt) ~ ba) 

处 处 不 为 替 , WERF K. K°. К', 天 “及 对 应 的 积分 方 得 为 正规 型 的 ; 或 称 算 子 或 方程 的 系 
数 满足 正规 性 条 件 

如 果 在 工 上 定义 的 函数 f(z) 满 是 条 件 

|fG,)- ға) < C|, h 

式 中 nt L БЕЙ. С 为 正常 数 , 0<o<1, 则 称 AGz) 在 二 上 满足 指数 为 的 Holder 
Rit, RESOR 有 (a) 类 的 函数 ,如果 不 明确 要 求 a 的 具体 数值 ， 可 记 为 f(D EH。 

设 在 简单 有 向 光滑 平面 闭 曲 线 志 上 上 ， 复 连续 冰 数 Co) 不 为 零 ， 则 把 整数 

к= 5. eCON (8.1-8) 


称 为 函数 G о) 的 指标 , 记 为 <=indG(r)。 式 中 [ 1, RRM МА L ЕТЕТ}, 
括 导 内 函数 的 增 量 。 


~ 


4. Poincare-Bertrand 公式 


Ë 工 是 光滑 闭 曲线 ，P(rym) 关 于 r, r € L Е Holder 条 件 ， 则 成 立 下 列 Poincaré- 
Bertrand 公式 ， 在 Cauchy 主 值 积分 交换 积分 顺序 时 ， 要 使 用 它 . 我 们 有 


1f dr 1f фт 
1], r—t ж], t — гб 
Ра 1 Ф.п) _ Е 
= фа + Kur 让 аре (8,1-9) 
或 者 
f de f grd 
сес |на n 
а Фут) —_ —-@'7 
== ргы) + | dnl үс dr (81-9) 
特别 是 ， 当 фут) гон], 有 
А Sl, EDan 一 一 velt) (8.1-10) 
5. PHATE 
整数 
at) bU) К 
= (аш ук А (81-11) 


称 为 算 子 K 或 方程 Kg 一 / 的 指标 。 

出 上 述 定 义 可 知 ， 算 子 的 指标 仅 与 算 子 天 的 特征 部 分 有 关 。 

ШЖ ЛЕ L E ьа)==0, H Раб) 50) Жас) +в) 世上 都 不 为 零 , 因此 这 时 иб) L 
上 处 处 不 为 零 ， 此 时 方程 Kg 一 了 就 是 道 常 的 第 二 类 Fredholm 方程 。 因此 , эщ bGy=0 时 ， 把 
对 应 的 算 子 天 称 为 Fredholm AF, 由 式 (8.1- 11) 立 记得 到 ，Fredholm 算 子 的 指标 等 于 零 。 


6. Plemelj-Sokhotskii 公式 


pO E 玉 (0D，iEL, 荆 是 光滑 闭 曲线 ， 分 平面 为 两 个 区 域 : DAD, RE pt. D 
分 别 为 内 部 区 万 和 外 部 区 咸 ， 则 成 立 下 列 Plemelj-Sokhotskii 公式 ( 见 附录 10) 


[e o= Lea) + hf, Par 


2х1 
pe (8,1-12) 
= r 
|° = zO u zl 2054 t 
或 
Pt (0) - Ф (0) = фи) 
(8.1-13) 
Фа Ф у= L| ае 
mrr—t 
式 中 Ф (0), Ф 0) ФО) ма Мр. рёғРІ Ет 时 的 极限 值 ， 面 史 (=) = 
ELE 905 
24|, t~ 49", 


不 难 证 明 ， 当 工 是 任意 的 光滑 曲线 ， 即 也 是 一 条 非 闭 的 光滑 曲线 时 ， 只 要 çG) € HO). 
Бе. Жыш 


且 不 是 工 的 端点 ， 式 (8.1 -12)、(8.1 13) 就 仍然 成 立 。 


582 奇异 积分 方程 的 解法 


1. 特征 方程 化 为 解析 函数 的 边 值 问题 
求解 特征 方程 


r 
可 以 化 为 解析 函数 Riemann 问题 的 求解 (这 种 方法 当 工 为 闲 围 道 或 非 闭 弧 时 均 有 效 )。 
设 工 为 简单 有 向 光 滑 的 平面 闭 曲 线 , 它 的 正章 这 样 选取 ,使 得 有 限 区 域 总 在 世 的 左 侧 , К 
标 原 点 在 此 有 限 区 域内 。 Н. абе), b, FOR ЛЕ Holder 条 件 , 同时 К", KPE ERNE 
З, Вас) EAA, Ж emindi, RP 


ай) — ba) z 
аб) ыа) (8:222) 


引进 册 Canchy 型 积分 表示 的 分 片 全 纯 函 数 @(z)， 把 方程 (8.2 -1) 的 解 2 G) 作为 下 列 
Cauchy 型 积分 的 密度 函数 ， 


Кее ago + К #0, = р) 8.2-1) 


Ga) = 


ow = |, £a (8.2-3) 
由 Plemelj-Sokhorskii 公式 (8.1~ 13) 得 
Фи) = @t ü) — Ф (O) (8.2-4) 
于 是 方程 (8. 2 - 1) 化 为 分 片 全 纯 函 数 @(z) 的 下 述 Riemann 问题 
@* G) = СФ G) + gG) (8.2-5) 
式 中 Gt) 由 式 (8.2 -2) 给 出 , 而 
gu) = н» 8.2-6) 
要 指出 的 是 ， 由 式 (8.2 - 3 0. Riemann 问题 (8.2 ~ 5) 的 解 必须 满足 附加 条 件 


фФО(со)=0, 

这 样 ，Riemann 问题 (8. 2—5) — T ERIE Ф (оо) =0 的 解 (由 式 (8.2- 4)) 对 应 于 方 
程 (8.2-1) 的 每 一 个 解 。 反 过 来 也 正确 ， 即 方程 (8. 2 - 1) 的 每 一 个 解 (由 (8.2- 3) 式 ?对 应 于 
Riemann 问题 (8, 2 - 5) 满 中 条件 @ (оо)=0 的 解 。 

求 出 Riemann 问题 (8.2 - 5) 的 解 后 ， 由 式 (8. 2 - 4) 即 可 求 出 方程 (8.2- VWM ФО). 


2. 特征 方程 的 解 
对 于 特征 方程 
ango + Р], #© ас = fO 


成 立 下 列 结论 : 
D 在 xz20 时 ,方程 (8.2- 2) 对 任意 自由 项 уо € 五 (Z) 在 函数 类 HORT, BEA 


所 有 属于 H 类 的 解 为 
一 179 — 


жн =a ofa – 020; EO det 


LZGy(r — 2) 
b. OZOR (8.2-7) 
_ _ дф bw - 
式 中 = усыну b.) = Re (8.2-8) 
20) = we VEU = ЎйЭехр | 4], пош (8.2-9) 


Qa (OKKA < 一 1 的 任意 多 项 式 (Q- O=. 
D 当 “<0 时 ， 方 程 (8,2 -1) 在 函数 类 万 ( 世 ) 内 可 解 的 充分 必要 条 件 是 自由 项 ft? 满足 
下 列 条 件 


[ п 


当 以 上 这 些 条 件 成 立时 ， 方 径 (8.2 1) 具 有 惟一 的 属 半 H 类 的 解 ， 此 解 由 式 (8.2 - 7) 令 
Q- 二 0 得 到 , Вр 


tdt=0 (k Ly — ж) ‘8.2— 10) 


фа) = aG f(0) ` 


上 述 结果 可 归纳 为 如 下 定理 : 

定理 8. 2. 1 设 方程 (8. 2 - 1) 满足 前 述 的 各 项 假设 ， 

1) WE к`>0, 则 “p=0 恰 有 x* PRERE pO =b, (OZO, (Е 1,2,5): 

2) WE, M 天 "9 一 0 没有 非 零 解 ， 

3) 如 果 к>0, 则 天 "gp 一 GD) 对 任意 自由 项 f(t) 有 解 ,里 它 的 一 般 解 线性 依赖 寺 « 个 任意 
常数 ; 

4) 如 果 k<0， 则 当 目 仅 当 方程 的 自由 项 fz) 满足 以 下 .x 个 条 件 时 


5. Е р (8.2-11) 


(r— 0 


[волов =0 (= 1.2.6. — w) (8.2-12) 
Ws ЯЕ 
式 中 во = рет 
Ky 一 了 f(t) 有 惟一 和 解 ， 它 由 式 (8.2 -9) 给 出 。 
例 8.2.1 求 方程 
Фс), S 
А], 9а = ко (8.2 - 13) 


HRE, EE € L, fo E НИЕ, WE Holder 条 件 。 

A ”以 下 求 方程 (8.2 - 13) 满 足 HGlder HREP. (8.2 ~ 13) 是 一 个 特征 方程 ,此 时 
аб) =0, 60) =1, Н a= -l BT GG)=—1, 所 以 x 二 0, 于 是 InQ GG] 二 
n( 一 1) ， 选 取 这 样 -- 个 分 支 , 使 iIn( 一 1) 二 看， 于 是 有 

Га) = ie? =—1 
H TF к=0, Q.-,G)=0, BRE. 2 - 7) 得 到 
Кеи 


фаз = к-с r= 19 
式 (8.2-13) 与 式 (8.2- 14) 互 为 反 演 ， 式 (8.2 - 14) 就 是 Cauchy 型 积分 边界 值 的 反 演 公式 。 
— 180 一 


(8.2 - 14) 


3. 特征 方程 的 相 联 方程 的 解 
把 特征 方程 (8. 2 - 1) 的 相 联 方程 


аф 一 àl, Ва = reL ‹8.2-15) 
a аб) BOE) 
记 为 БОРО) = |, “ЧЕ = ео) 


利用 特征 方程 (8. 2 - 1) 的 求解 公式 就 可 以 求 出 50)%(0) ， 从 而 求 出 方程 (8.2- 15) 的 解 G) 
来 

方程 (8. 2 -15) 的 指标 x 二 一 x:， 式 中 是 方程 (8.2 1) 的 指标 . 

(1) 当 w' 之 0 时 , В ков, 方程 (8.2-15) 对 任意 自由 项 g(4)EH(L) 在 HH 类 中 可 解 ， 
且 它 的 所 有 解 为 


pa) = а, (Dg) + 


1 [ 2006. (нб | Өз) 
zol. к= +770) 


(8.2-16) 
RP а, (0), Б. GD)、Z(D 由 式 (8&.2- 8)》、(8.2 一 9) 确 定 (G() 由 式 (8.2 -2) 给 出 )。 
(D % 0, ВП ков, 方程 (8.2 -15) 可 解 的 充分 必要 条 件 是 自由 项 g(2) 满 足 x 个 条 
件 
е. «92096000 = 0 G= 1,2) 
当 上 上述 这 些 条 件 成 立时 ， 方 程 (8.2 - 15) 的 解 由 式 (8, 2 - 16) 给 出 ， 在 其 中 令 Q. u 0) =0. 
4. 特征 方程 与 它 的 相 联 方程 解 的 关系 А 
ВИН, "4 <>0 时 ,方程 大 "一 0 有 «个 线性 无 关 的 解 ， THER к'=—к<0, T E 
КОЯН, T Кор 0 5 К” у=0 PE XD W S CHILE OS k. 0) 2 32, РОГ 


F: аш =o) 
Ж K'g=0 的 指标 к= ind 7 的 Th 07 


MAG 210W, 4 к<со Rt, K =o 的 解 为 Q. a (O). 二 是 它 有 -一 x 个 线性 无 关 解 


Z GO) 
= 02,05,09, RHE, 4 к<со В{,К°р= Fe) 可 解 性 条 件 (8.2 - 125 
[оёой =0 
中 的 pS 2 O ERE К" у=0 线性 无 关 解 的 完备 系 ， 
上 述 关系 对 完整 的 奇异 积分 方程 也 成 立 ， 见 8$8. 3。 
5. 非 闭 弧 段 上 特征 方程 的 解 
引进 新 的 分 片 全 纯 函 数 , 可 以 将 特征 方程 (8.2-1) 化 为 齐 次 Riemann 问题 。 当 式 中 wo)、 


6) 都 是 常数 ， 必 一 大 关 0， 且 工 是 端点 为 w， 8 的 非 闭 弛 段 时 ， 解 对 应 的 齐 次 Riemann 问题 ， 
就 得 到 


ара) + ЕЕ #094. = уа) (8.2-17) 
的 解 
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b (2— а 
Буе В E 


rz 一 Bi" dr 
[к= f(t) 11 (= e)!"" G — 8)" €B. 2-18) 


AP s= Bf СЖ, URREN, COM E WAWE, 
方程 (8.2 -17) 的 解 还 可 以 表示 为 
жи) рО) 


ХЕ b 
Буна ауа — B" ^ 


(т — e)!""(r.- В)" С) С. а 
|, t= t а Хг =ч aqp. 3)" 1 
当 a=0, b=1 时 | 此 时 m= +j ， 就 得 到 方程 (8.2 - 13) 的 解 
_1 Half FS Жө c 
жо = т Eza f ye: ERRE UCO. 
сы 1 ма а) Br) 
或 ; ES PA 
ag Ro FP]: rt z 
с 
/а с Ü) 
当世 为 区 间 5 一 aya] 时 ， 方 程 (8.2-13) 的 解 
зат РЕТ Га = fay С 
КӨ Маа а Pere ase ег 
эй 
Фа) = {8. 2-20) 


例 8.2.2 EEFE CERNE AARAM AB 的 
流动 问题 。 假 定 当 соо, 流速 的 方向 与 x ТРАТ, 
URV. 

ЖИМИ” (=). TEIRA “ТАЙ АЖ” TO HARAK 
数 的 奇异 积分 方程 


En 
= (у, Te d£)= Veos ó —Usin0 (8.2-21) 


式 中 JEES 4, AB 的 切线 与 x 轴 的 夹 角 ,6 是 在 x= 点 ， 
АВ 的 切线 与 + ЖИЙ ЗЕН СИН 8 一 1)。 

-- 般 情况 下 ,方程 (8.2- 21) 没 有 有 限 形式 的 解 。 特殊 情况 下， 
例如 当 АВ 是 直线 段 [ 一 a,aJ 时 ， 可 以 求 出 它 的 精确 解 。 此 时 0=2=0, 《与 是 实数 , 方程 
(8.2 -21) 就 化 为 


图 8-1 


2 204 - (8.2 - 225 


由 式 (8. 2-20), 方程 (8. 2-22) 6H 
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再 利用 元 


由 1=a, T=0, 就 有 C= 一 2Va， 于 是 


- 
ТО) 一 一 27 


W'(z) = U 


从 而 得 到 复 势 


6. 正则 化 方法 
把 完整 的 奇异 积分 方程 化 为 Fredholm 方程 的 方法 ， 称 为 正则 化 方法 ， 
有 三 种 正则 化 方法 : 在 正则 化 法 ; 右 正 则 化 法 ; Carleman-Vekua 正则 化 方法 。 
HAF K, 如果 存 在 奇异 积分 算 子 天 ,使 得 KK OX KK) E Fredholm AF, ШЕ K, 
为 奇异 积分 算 子 K 的 左 (或 右 ) 正 则 化 算 子 。 
O) 奇异 积分 算 子 的 乳 积 设 类、 天 :为 奇异 积分 算 子 


‚ M.G. 
Као |, AG: grdr 


2 [о F OR: D (езй 


Кую = a (Do) 十 
对 Kio HAT Ko 得 KK;(Kig)，, 所 得 到 的 算 子 K 称 为 RF КЫ K; 按 所 定 顺 序 的 乘积 , 记 


#K=K:K,: 
Ке=К,Кур= K,(K,@) 
1í M. MOD Adr) 


一 az(D [aa DKA 十 Ж 


д! ма. Сасебо) + 
+w ы 

1f Миг) X A 
es AEW endr dr (8.2 - 23) 


ТЕЗЕ. APK 的 指标 <， 等 于 算 子 发 , 与 天 。 的 指标 @ бук; 21, В) e= te 


Hi Poincaré-Bertrand 公式 (8. 1 -9) 
1{ MED Мис) 
mj, r—# Є т 一 Pelr dr Jdr 


Me Mg) + тыу ОФ. х 


| M.G.) M Cr) q, 
g OG 0б = т) 


Ба) — M:t), 600) = Мам) 
= 183 -- 


MOMED yy 


Ien) DG = D 


MRG. 2 - 23) 化 为 
Кф = (а (tJa) + h bp) + 
工 f асмо) + МЧ, ай) 
i, RERA жой + i y: 
аьа) + baltu lt) y r $G) dr + 
т Ж; 


i Iurie )dr 


= Ca, (t)ar lt) + DDK + 


Lf aM Gr) — Магул +a (CM G r) 一 М, edr Е 


mije т 


1 
ghi ода 


由 于 кез: sz ые э. 


(ri т) ntir-t т— 


-E ff M.G ӘМ) MUM (r,r) L 
了 是 ren = 二 二 过 人 mas 


MDM Egy 


记 wlt t) 一 
и. (т) Í. ыз 


(т. =], 
因为 MD MG EH 
REL omnt € H. eri) € IH 
H WCT ri) = (т.т) 
于 是 Id) 一 


RP ж, € H. 
因此 算 子 (8.2 -23) 的 特征 部 分 的 系数 为 
a" а) =а аб) +h bt), h OSa a 20,060) 


ату) T) ACE 
T-t = 


0=А<1) 


于 是 
2 ев 210 о), 
2л АЕ а (гу q b (1) 
Efi Ca) — Ф.) ta, (z) -- b. 
Sirs E Caa) Е AGa 
nd [ат 100.0), 
Sh E ау + RO), 
B к=к Fx 


H T Fredholm ЖООИ. О АЕА M TR K 8, РЕН. 
最 后 指出 ， 算 子 的 张 积 通常 不 适合 交换 律 ， 即 К/К КК, 
(2) 左 正则 化 ”完整 的 奇异 积分 方程 


Ke= uD + ко ZD ar + [чод = fu) (8.2 -24) 
Lr i 


TUZEMNE, ВСЕ ВОЗ ИЕ СЕ АЕ MH. 43] Fredholm 方程 
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MKp= Mf (8.2~ 25) 
方程 (8. 2 - 25) 可 以 记 为 
M(Ke— f) = 0 (8.2 - 26) 
由 于 算 子 M 是 齐 次 的 , 方程 (8. 2 - 24) 的 任意 解 都 满足 式 (8.2 ~ 26), 因此 左 正则 化 不 会 失去 
Ж. м к>0, ШИТ M 的 指标 一 <0， 因 而 没有 特征 函数 时 ，Mw = 二 0 只 有 零 解 ， 于 是 由 
M(Ky 一 了 =0 立 即 可 以 推出 Kg=f ,内 此 ко 时 左 正 则 化 是 等 价 的 。 
可 以 取 天 ”或 天 "作为 左 正则 化 算 子 M, 这 两 个 算 子 形式 简单 ,在 正则 化 时 常用 . 
当 <k<0 时 , 算 子 M( 例 如 取 为 K") 的 指标 大 于 等 ， 由 定理 8. 2. 1 知 , ЯТ M 的 特征 函数 
存在 ， 这 可 能 导致 附加 解 的 存在 ， 这 些 附加 解 通常 是 方程 
Ke= f(x) + Daw, lz) 
HR, RP wj(z) 是 特征 函数 : а, 是 任意 常数 。 
例 8. 2.3 对 于 非 齐 次 特征 方程 (8.2- 1) 


ако + |, а = уо 
а, b 是 常数 ，L 为 闲 曲线 。 把 算 子 


Kru = ошау — Ë 90а 
作用 到 .上 述 方程 的 两 边 ， 得 到 
br g 
око + ы], #®ш)- al 7 х 


fago) + s|. š PE -dm Jdr 


=afa) 一 £f =ч, 


再 用 Poincaré- Bertrand 公式 ， 可 得 


ба? — уфа) = а/а) 一 |, =н 
Ëa, WAR 
a LO) ае 
ж) = EBD — к=”, Hd 


Щщ a=0, b=] 时 ， A суй а-ы), 
(3) 庙 正 则 化 法 “方程 (8.2 - 24) 可 以 右 正则 化 。 即 对 奇异 积分 方程 


Кр= f 
作 未 知 函 数 的 变换 
p= Mo (8.2 - 27) 
RF o 35380 883. F 
К(Мо) = КМо = f (8.2 - 28) 


KM 是 Fredholm 算 子 ， 于 是 方程 (8. 2 - 28) 是 关于 未 知 函 数 o 的 Fredholm 方程 。 求 出 方程 

(8.2- 28) 的 解 w(t), 再 由 式 (8.2 - 27) 就 可 得 到 方程 (8. 2 - 24) 的 解 p(t) ,这 时 只 要 计算 两 个 

积分 ， 一 个 是 常 义 积分 ， 另 一 个 是 奇异 积分 。 上述 解 奇异 积分 方程 (8. 2 - 24) 的 方法 ， 就 是 右 
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正则 化 法 。 

可 以 证 明 , 若 К.К, 是 Fredhoim 算 子 , W KK, 也 是 Fredhotm 算 子 , 所 以 对 左 正则 化 适 
用 的 算 子 K“ 或 K" 对 右 正则 化 也 适用 ， 因 而 左 RA) 正则 化 算 子 简称 为 正则 化 算 子 。 

方程 (8. 2 -24) 与 方程 (8. 2 - 28) 不 -~ 定 等 价 。 这 是 因为 , 若 (8.2~24) 有 人 解 &(z), 但 如 果 
方程 Mw 二 不可解, 那 未 就 不 能 从 方程 (8. 2 - 28) 解 出 w(x) 进而 得 到 方程 (8. 2 - 24) 的 解 。 
在 这 种 情况 下 ， 右 正则 化 可 能 失去 解 。 

但 是 , 当 算 子玉 的 指标 x<0 时, 它 的 右 正则 化 算 


У 
МО KOIRA —к>0, 由 定理 8.2.1 81, Jr 
程 Mw 一 g 对 任意 自由 项 有 解 。 因此 ， 当 «<0 时 , ЖОЕ 
则 化 是 等 价 的 。 


(4) Carleman-Vekua 正则 化 法 “Carieman-I，N. 
Vekua 正则 化 法 , 在 理论 和 应 用 上 都 很 重要 , 以 下 举 一 
例子 加 以 说 明 。 

例 8.2.4 讨论 边界 与 裂纹 (图 8- 2 中 长 为 2a 的 
内 模 纹 ) 相 距 为 有 限 长 之 物体 的 裂纹 问题 时 ， 要 解 位 错 


密度 /w(t) 适 合 的 以 下 奇异 积分 方程 ai 


3G р 1 М 
поо = е ор a) Саа) 2-29) 


用 下 述 方法 ， 可 以 把 起 (8. 2 - 29) 化 为 Fredhoim 方程 。 把 式 (8. 2 -29) 改 写 为 
H G У 1 P ч) 
Ыш + дуу] naa оа) |. Sa: 


暂时 把 上 式 左 端 认为 是 式 (8.2 - 13) 中 的 已 知 函 数 ГОО, HARG 2-20, W 


аш =- —— H x 


2Сх Ма; — 5 


“ Ма 0 2G f 
Го ру едо) 


《由 位 移 条 件 的 单 值 性 ,可 确定 式 (8,2 ~ 20) 中 的 常数 C 为 0.》 


я _ _20 
设 rO т 


к 
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` = 


记 Гг) = = ай 
从 而 得 到 以 Сео Ж 3583869 F| Fredholm и 
a rl)OT(to,s) * Мат 
гт) + Г. Ta ds ==]. 1,1 2:004 


上 述 方法 就 是 Garleman-Vekua 正则 化 方法 。 对 于 这 种 方法 ， 亦 需要 讨论 等 价 性 问题 。 


§ 8.3 Noether 定理 


1. 奇异 积分 方程 的 基本 定理 


完整 的 奇异 积分 方程 
Кр= аба) + о Кас + | ka Dede = fa) (8.3- D 


成 立 以 下 三 个 基本 定理 , 称 为 Noether 定理 。 它 在 奇异 积分 方程 理论 中 的 作用 ,与 Fredholm 
定理 对 Fredholm 积分 方程 所 起 的 作用 同 祥 重要 。 

定理 8.3.1 齐 次 方程 Kq=0 线性 无 关 解 的 个 数 是 有 限 的 。 

证 明 ”由 于 左 正 则 化 不 会 出 现 失去 解 的 情况 , 由 $ 2.4 中 的 Fredhoim 第 二 定理 , 经 正则 
化 得 到 的 Fredholm 齐 次 方程 线性 无 关 解 的 个 数 是 有 限 的 . 内 此 原 奇异 积分 方程 Kp 一 0 线性 
无 关 解 的 个 数 是 有 限 的 。 

定理 8.3.2 非 齐 次 方程 Kp=/ 可 解 的 充 要 条 件 是 ，f 满足 以 下 等 式 

[rawa = б=т) (8.3-2) 
RE pO, pO, ++, д (1) 是 相 联 齐 次 方程 K'p 二 0 线性 无 关 解 的 完全 组 , 是 方程 K'y =0 
线性 无 关 解 的 个 数 。 

证 明 ”必要 性 ”可 以 证 明 ， 成 立 下 列 恒等式 

[ике = | oK gdz (8.3-3) 
ñ г; 
因此 有 
[оов = [Kear = [кокто = о 
必要 性 立刻 得 到 证 明 。 

充分 性 ” 先 考 虑 к>0 的 情况 , 此 时 正则 化 算 子 M 的 指标 一 <<<0, 于 是 没有 特征 函数 , ЇЧ 

此 方程 

MK9 = Mf (8.3-4) 
与 原 方程 (8. 3 - 1) 等 价 , 这 两 个 方程 同时 可 解 或 同时 不 可 解 。 根 据 Fredholm 方程 的 理论 , 77 
程 (8. 3 - 4) 当 条 件 


fw Mf 一 0 (8.3-5) 


成 立时 可 解 ， 式 中 ХЕ (8.3 — 4) 的 相 联 方程 
= = 


K'M'x= 0 (8.3-6) 
的 解 。 
利用 式 (8.3- 3)， 式 (8.3-5) 化 为 


[Ma = [ „Мй = о 


把 式 (8, 3 - 6) 作 为 一 个 以 K' 为 算 子 、M'X 为 未 知 函数 的 积分 方程 , 于 是 M'X 是 算 子 K' 的 特 
征 函 数 ; 若 把 它们 记 为 (1)， 就 得 到 条 件 (8. 3 - 2)。 
再 考虑 x<0 的 情况 ， 此 时 利用 右 正 则 化 ， 作 代 换 ?= Ma， 就 得 到 等 价 于 原 方程 (8. 3 - 
1207 Fredholm 方程 
KMu=f (8,3-7) 
方程 (8.3- 7) 的 可 解 性 条 件 是 


[оов 一 0 


式 中 为 () 是 方程 (8.3 7) 的 相 联 齐 次 方程 
M'K'X=0 (8.3-8) 
的 任何 一 个 解 。 

把 式 (8.3 ~- 8) 作 为 一 个 以 M' 为 算 子 、K'X 为 未 知 函数 的 方程 . 由 于 M' 是 一 个 指标 为 负数 
《因而 没有 特征 函数 ?的 算 子 ， 因 此 得 出 K'X==0， 所 以 (2) 是 算 子 KK' 的 特征 函数 ， 同 样 把 它 
记 为 y(t)， 就 可 以 得 到 正 交 性 条 件 (8. 3…2)。 

定理 8.3.3 章 次 方程 


Кф= 0 (8.3-9) 
线性 无 关 解 的 个 数 & 与 相 联 齐 次 方程 
K'iy=0 (8.310) 
ВЕСНУ ZE R-k, RATAT К 的 特征 部 分 ,并且 这 个 差 等 于 算 子玉 的 指标 
к, B 
k-k =“ (8.3-1)) 
证 明 当 “之 0 时 ， 正 则 化 算 子 取 为 类" ， 于 是 Fredholm 方程 玉 "天 9 一 0 等 价 于 原 方程 
(8. 3- 9)， 因 此 它 的 线性 无 关 解 的 个 数 亦 为 上 。 由 于 


(К“Ку = К'К° 
由 Fredholm 方程 的 理论 .方程 K Ke=-0 的 相 联 齐 次 方程 
KK 0 (8.3-12) 
也 刚好 有 上 个 线性 无 关 解 。 
方程 (8. 3 -12) 等 价 十 方程 
Кф аф 9 аф (8.3-13) 


式 中 多 (0(G 一 1 2 人) 是 算 子 及 :的 特征 函数 ，%w 是 任意 常数 ， 由 于 x 之 0， 根 据 定理 
8.2.1， 方 程 (8. 3 - 13) 对 任意 右 端 可 解 ， 它 的 解 为 
ga) 一 Sang, + Уво (8.314) 
= я 
RP ак, EHE Кар, 的 形式 解 ， 即 
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аф, = (Ka, (8.3- 15) 
以 下 证 明 式 (8, 3 - 14) 右 端 出 现 的 所 有 函数 是 线性 无 关 的 。 
设 式 (8. 3 -14) 的 右 端 


Е к 
DR A (8.3-16) 
j= | 
两 边 作用 算 子 K*， 由 式 (8. 3 - 15) 可 知 
А 
к X akg) = 
HF ф,О= 1,2, ,如 ) 是 线性 无 关 的 ， 所 以 a 二 00j 二 1,2,… ,如 )， 于 是 由 式 (8. 3 -16) 得 到 


Sogo =0 
再 由 (t(j 二 1,2,… ,x) 为 线性 无 关 ， 可 推出 C. = 0(—1,2,-- 0), XERE Т 2008.3 
14) 右 端 出 现 的 所 有 函数 是 线性 无 关 的 ， 
这 样 ， 积 分 方程 K'Ks2=0 A k +e RETR, HERG 3 - 11) 成 立 ， 
k-k =k 
ко 的 情况 不 需要 作 详细 的 讨论 , 这 是 由 于 相 联 算 子 的 互 反 性 (显然 成 立 (K') =K), 对 
于 方程 玉 '%=0 来 说 ， 它 的 相 联 齐 次 方程 就 是 厌 方程 Kg 一 0， 而 攻 ' 的 指标 必 一 一 人 >0， 由 上 
面 在 指标 20 的 情况 所 证 得 的 结果 可 知 


#—Ё=к'\ =—к 


因此 式 (8.3- 11) 在 此 时 仍然 成 立 。 

定理 8. 3. 1、8. 3. 2 与 Fredholm 定理 相 类 似 ， 定 理 8. 3. 3 反映 了 奇异 积分 方程 与 Fred- 
holm 方程 的 差别 。 齐 次 积分 方程 与 相 联 齐 次 方程 线性 无 关 解 个 数 之 差 , 称 为 积分 方程 的 指标 。 
奇异 积分 方程 的 指标 一 般 不 为 零 ， 但 Fredholm 方程 的 指标 恒 为 零 。 

МТК 的 指标 w=0 时 ,定理 8. 3. 3 WH Fredholm 定理 , 即 指 标 为 零 的 奇异 积分 方程 ， 
Fredholm 三 个 定理 都 成 立 。 于 是 把 指标 к 为 零 的 奇异 积分 方程 称 为 拟 Fredholm 方程 ， 它 在 
实际 中 经 常 明 到。 

式 (8.2-7)、(8.2- 16) 及 Noether 定理 , 在 工 由 有 限 条 互 不 相交 的 光滑 闭 曲线 组 成 时 仍 
成 立 。 此 时 式 (8.1-8) 中 C 表示 括号 内 囊 达 式 绕 各 曲线 L, 的 增 量 之 和 。 

奇异 积分 方程 的 理论 还 可 以 推广 到 系数 为 间断 函数 及 积分 路 径 为 逐 段 光滑 、 或 为 非 闭 红 
E 838060 Е У. Z. Parton 等 著 的 Integral Equations in Elasticity 一 书 中 有 这 方面 内 容 的 简明 
Ф. 


584 奇异 积分 方程 组 


如 果 把 Cauchy 核 奇异 积分 方程 
b 
aG) pG) + ЕА Piar + [ко podr = /@) 84-1) 


中 的 gle) DA, Ке, n MAE, SOPOR A n ER, NRG. 4 - DÈ Cauchy 
核 奇异 积分 方程 组 。 
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Matb, а—Ь ЖЕ 1, ЕЯ ЕС де (а--Ь)5=0,дет (а В) 550) Й 9: Ж ТЕЙ ЖШ йр 
腊 积 分 方程 组 。 
奇异 积分 方程 组 (8.4 - 1) 的 指标 < 定义 为 


к= indK 一 去 (arg Че (а 十 人 -ia ~ DDD), 


它 等 于 齐 次 积分 方程 组 与 相 联 齐 次 方程 组 线性 无 关 解 个 数 之 差 。 方 程 组 的 正则 化 与 一 个 方程 
一 样 。 奇 异 积分 方程 理论 中 的 许多 结果 订 以 不 加 改变 地 引 到 奇异 积分 方程 组 中 来 。 与 奇异 积 
分 方程 不 同 ， 特 征 方程 组 在 所 在 的 区 域 一 般 是 不 可 解 的 。 


® 5 хҝ 


1 Мусхелишвили H И. 奇异 积分 方程 .上海 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1966 
2 Математическая Энциклопедия Т. 4, Han ] — е. Москва; Советская Энциклопедия, 1984 
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1 试 证 ， 对 于 方程 
kp= 0 +) + 14 
算 子 天 "是 它 的 左 正则 化 算 子 。 


ipt 


Kar + [чоне = 2 


2 试 证 : 方程 
1 Krm 
age) 一 j £ “аг = fo 
的 解 为 

аға) е^? [f ef dr OB ] 
PO = AO + P T Vi T ii | аа да М0 

— sign ра ы етт) а 

式 中 B= ЧЕМ таг "| r 


1p а 
вш) = 1 Pea 


Ак 
alt) = arctan zt 
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第 九 章 ”积分 方程 组 与 非 线 性 积分 方程 


这 一 章 首 先 对 积分 方程 组 作 简 单 的 介绍 ， 然 后 利用 逐次 通 这 法 求 出 一 些 非 线性 积分 方程 
的 解 来 。 


591 积分 方程 组 


线性 积分 方程 的 理论 ， 不 难 推广 到 线性 积分 方程 组 ， 从 而 建立 起 与 线性 积分 方程 相 平行 
的 理论 。 


1. Fredholm 积分 方程 组 


在 实际 同 题 中 ,经常 引 出 下 列 形式 的 Fredholm 积分 方程 组 
pa) 一 aX f Dp ой = uy Gige (9.1-1) 
п} 


式 中 和 (zy 有 D 和 所 (z)(i,j 二 1,2,… sn) 是 平方 可 积 的 已 知 函 数 ; (г), ро, +, СО 
RARR. 
记 
ф(х) = (Pz) ба), фа)! 
Аб) Аб.) + kulat) 


knta) А ба0) ee Бб) 
К) = ЕЕ с аа 


kaldt) keltsd) e h. (mit) 
fz) = (J.G), zw 大 CD 
式 中 代表 示 求 转 置 ， 则 积分 方程 组 (9.1 - 1) 可 记 为 向 量 形式 


p — a| Kir pwde = fo ‹9.1-2) 


ERE K ORAE BR (9. 1 ~ 2) 或 方 穆 组 (9. 1 - DAR. 
向 量 方程 (9. 1 - 2) 与 一 个 未 知 函 数 的 Fredhoim 积分 方程 , 形式 上 类 似 , 而 且 对 它 可 以 建 
立 与 Fredholm 方程 的 理论 相 平 行 的 理论 。 


2，Volterra 积分 方程 组 
同样 ， 下 列 形式 的 Yolterra 积分 方程 组 
р(х) 一 У hg dt =f) = 1,2550) @.1-3) 
也 可 记 为 向 址 形式 ` 
gG) 一 Аксой = fæ) 
191 — 


RP Ф), SOFER KEDER, 5 Fredholm 方程 组 相同 。 

可 以 证 明 ， 上 列 形式 的 Volterra 积分 方程 组 ， 间 Volterra 积分 方程 一 样 ， 对 于 任何 ) 存 
在 惟一 的 解 。 

对 于 卷 积 型 的 Volterra 积分 方程 组 ， 可 以 用 Laplace 变换 求解 ， 见 $ 5, 2. 


$9.2 非 线性 第 二 类 Fredholm 方程 


对 于 非 线性 积分 方程 ， 线 性 积分 方程 的 理论 一 般 不 再 适用 。 但 是 在 一 定 的 条 件 下 ， 非 线 
性 积分 方程 也 可 以 用 逐次 通 近 法 求解 。 
下 列 形 式 的 非 线性 第 二 类 Fredholm 方程 


pz) = сарое + f(z) (9.2-1) 


称 为 Urysohn 方程 。 式 中 4 是 参数 ; фб) Са, Б) БАЧАТА, Festu ar, t, u HRR, 
F XT и 是 非 线性 的 。 它 是 一 种 重要 的 非 线性 积分 方程 。 它 的 特殊 情况 是 下 列 形式 的 Ham- 
merstein 方程 


i 
p) = af kr DG KD IdE + F) 9.2-2 


RP 友 (z 昌 、GGta)、8z) 是 已 知 函 数 ，G(ex) 关 于 “是非 线 性 的 。 
例如 


5 
pa) 一 af Ьо Dd = f) 


өх) 一 af rangod = f(z) 
都 是 Hammerstein 方程 。 
1. 用 逐次 逼近 法 解 Hammerstein 方程 


对 于 Hammerstein 方程 (9. 2 - 2)， 如 果 АС ОН Сб) Т и Л ОЯ МУ 
Lipschitz 条 件 ， 就 可 以 用 逐次 下 过 法 求解 。 成 立 
定理 9,2.1 对 于 方程 
Hz)— [жоба ped = fs) (9.2-2) 
如 果 SEa DIER, Во афа. (ССР. Bika у) (<А, CORAN и 及 
Са, Ей, Н 


[eagerar < в ео Рае (9.2 -3) 
ЯКС, ЗЕТ и 还 满足 Lipschitz 条 件 
Сеа) — GG) | < Cli — m (9.2-4) 


式 中 C>0 与 无关， 只 要 


2 
АСФ ау 


则 在 连续 函数 类 中 ， 方 程 (9. 2 РЕНЕ Е. ВТУ ААО ВЕ д, Са) 
= ey 


PRT) = f(a) 
Ba) = f(z) + Af kE DGE, gade 09.2-5) 
Ф) fE asr, ось ERBAT RAEO. 2 - 2) 的 解 wz)。 
证 明 ” 先 证 函数 序列 {fw(z)} 是 收敛 的 。 由 于 员 (z) 一 фа) 十 Уук) 一 gi(z)], 因 


此 只 要 证 明 级 数 > Co (z) 一 多 -1(z)] 收敛 即 可 。 而 


Е 
фо) — фаб) = соот — Софа) 
HRO. 2-4) 
Ip) — ga АСА в ваа (9.2-6) 
由 Schwartz 不 等 式 
бө = pt = [af kawce soa) 


< raf (GUFE) 4 < хав e [ОЧ 


' 
所 以 асо = бо} < AABS Paya: 
由 式 (9.2- 6) 
AG) — дб) = Af Кхм) (00р) ~ СОВ 
于 是 
ас) — gz) < xfa waf сато со, 
< RAG — vef la G) 一 Фб) qd 
< XA — a CHA A?B? Ф 一 ош 
因此 


IRD — бә)! < (АРАС = DBP ayar 
利用 递 推 关系 式 (9.2 - 6) 可 得 ， 对 一 切 正 整数 7 成 立 
IB) — фел ба) < APAC 一 ув ош 


但 级 数 S PACHO 一 or 为 等 比 级 数 ， 当 | 站 ACG 一 ea)<1， 即 


= 
ll < 22 — (9.2-7) 
时 收敛 ， 所 以 当 式 (9.2- 7) 成 立时 ， 级 数 
Siga = pal) 


= 


=e 


绝对 召 一 致 收 伍 ,因而 函数 序列 {g(z)} 一 致 收敛 于 连续 函数 wz)。 对 式 (9.5 - 5) 两 端 令 n 一 
ce 求 极限 就 可 知 ，wz) 确 是 方程 (9.2- 2) 的 解 。 
再 证 惟一 性 。 若 %(z) 也 是 方程 (9.2…2) 的 解 ， 则 有 


pz) — #(z) = сосе) — GG.,0GD3)dz 
但 由 式 (9.2-4) 
жо) = P ААС ео) — ge) la: 
Р = Аа 到 5 积分 
f [жэ — g) |dz ТААС — of lp) — óG) 19 
由 于 式 (9.2-?7) 成 立 ， 于 是 
[ио -eola = o 


所 以 ф(х) = (r), a< r<) 

如 果 &A(z,D) 平 方 可 积 ， 亦 可 推出 解 存在 的 结论 。 用 不 动 点 原理 可 以 给 山 定理 9. 2. 1 简洁 
的 证 明 。 

а 0,2) 2 Етеаћоіт 型 .对称 的 半 正 定 核 ( 它 的 所 有 特征 值 为 止 数 ),， 若 G(t,z) 连 续 且 
满足 条 件 


Сало < Ciiu| + C, 
式 中 C. GAER B C, 小 于 核 (x,t) 的 第 一 特征 值 ， 则 方程 
ga) + [EDGE pode = 0 (9.2-8) 


至 少 有 一 个 连续 解 。 如 果 对 (a,5) 中 任意 固定 的 :，G(t,w) 是 的 非 减 函数 ,或 Glt,w) 关 于 
满足 Lipschitz 条 件 


(Gem) Сам) <Clu, -ial 
RE 正常 数 C 小 于 核 £&(x,t) 的 第 一 特征 值 ， 则 方程 不 可 能 存在 一 个 以 上 的 解 。 此 解 可 以 用 
考虑 自由 项 为 堆 的 、 含 参数 A 的 非 线性 积分 方程 
gr) = A| kca DGE aya: =0 0.2-9 


与 线性 齐 次 积分 方程 不 同 , w(z) 一 0 不 一 定 是 方程 (9. 2 - 9) 的 解 ; 方程 (9. 2 - 9) 可 能 有 依赖 于 
参数 4 的 非 零 解 , 而 对 十 线性 ( 带 非 奇 性 核 ) 的 齐 次 积分 方程 , 仅 当 ) 是 特征 值 时 才 有 非 零 解 。 
对 于 非 线性 方程 (9. 2 ` 9) 来 说 ， 它 的 解 称 为 特征 值 对 应 的 特征 少数 。 如 果 


[асова = 0 


成 立 , WER Wi) 一 0 是 方程 (9. 2 - 9) 的 一 个 与 4 值 无 关 的 特征 函数 , 而 对 线性 齐 次 积分 方程 
来 说 ， 它 的 非 零 解 才 是 它 的 特征 函数 。 
例 9.2.1 讨论 方程 


Еа о 2 .- = 
) 一 下 Т^? (9.2-10) 
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的 可 解 性 。 
解 方程 (9.2 -10) 的 核 ECzyt) 一 了 妇 十 姑 ， 对 应 的 А=2, 而 Gu) 二 一 一， 于 是 


[Gt ,2) бемо | == lai IF TA 


Ше] = lell _ 
a+ mea + 1р 
办 此 对 应 的 C=1， 由 定理 9.2.1, HATT ET, = 二 时 ， FEO. 2 ~ 10) 有 惟 -- 的 连 


续 解 。 
例 9.2.2 求 方程 


< lu — umi 


gG) 一 [e оёой (9.2- 11 
的 二 次 近似 解 。 
解 一 个 含 参数 4 的 方程 ,可 以 对 4 作 某 些 限 制 , 使 它 的 解 惟 一 存在 。 方程 (9.2 -11) 不 
含 参 数 ， 因 此 它 的 解 通常 是 不 惟一 的 。 
方程 (9.2 - 11) 显 然 有 平凡 解 wz) 一 0， 王 面 按 以 下 迭代 公式 求 它 的 非 零 解 
ра = Гео оа 
由 于 不 能 取 零 次 近似 g (z)=0, ИЗВ р (х)=С. СЕЗА, H 
[cas =f dz| 4 озса 


па ратор (6 (ева) 
E) faote аа 
Шы! 

2. Mikki itik M Urysohn 方程 


对 Urysohn 方程 ， 成 立 
定理 9,2.2 如果 方程 


Ka) 一 A| Fet godt = fG) 0.2-1) 


中 的 С) Саз) ЕЁ ЩИ. тС) Ўт тото ЗК), Flrstsul K аса, 
арид ср за 是 使 得 p<m<<mz<g 成 立 的 已 知 实数 ) 时 , ЗЕЕ О, Fat |< 
АСА 为 正常 数 )， 且 关于 u 满足 Lipschitz 条 件 

1Еа,г,и,) — Еб.) | < Cu, 一 kz 
ФСЕ, ВА, аА 


ЈА < min тр. 9" (9.2 - 12) 


сө а Alh — ay AG ау! 
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时 ， 方 程 (9.2- 1) 存 在 惟一 解 ， 此 解 可 以 用 逐次 道 近 法 求 出 。 
在 满足 定理 的 条 件 下 ， 逐 次 吾 近 过 程 中 的 函数 序列 {g(z)} 可 以 按 下 列 近 代 公 式 确 定 
hz) = flx) (9.2-13) 


А 
жш) = Р) 十 af Ек ,р, Dd (= 1,2,0) (9.2-14) 


与 定理 9. 2. 1 类似, НОШЕН ЕЯ (р, С) Е Са, В E — Sik 8k, 它 的 极限 函数 %z) 连 续 ， 
且 是 方程 (9. 2 - 1) 的 解 ， 满 足 KS. 


3. 1015 Hammerstein 方程 
车 Hammerstein JEO. 2- 2) ABE 
k(z,t) = 2Ja,(z)b,G) (9,2-15) 


则 它 的 解 可 以 用 解 退化 核 的 第 二 类 Fredhoim 方程 类 似 的 方法 求 出 
含有 形 如 (9.2- 15? 的 退化 核 的 方程 (9.2- 2) 可 化 为 


Ka) = всю] коса gd (9.2-16) 
= 
c. = [кобин G= 1.2m) (9.2-17) 
RE C 为 待定 常数 。 由 式 (9.2- 16) 就 有 
gG = YGa) (9.2- 18) 
把 式 (9.2 - 18) 代 入 式 (9.2 - 17)， 得 到 含 个 待定 常数 C, 的 方程 组 (通常 是 超越 方 各 组 》 
C, = Н.(С,.,С,.++,С„) G = 1,2,-*,m) (9.2 -19) 


щ Сои) u 的 多 项 式 ， 即 

Gu) = роб) + pu + + + pa" 
时 ， 方 程 组 (9.2 - 193438 Cis Co ++, Ca 的 代数 方程 组 , 式 中 робо), pG), =, PORE 
га, БЕ 的 连续 函数 。 如 果 方 程 组 的 一 组 解 为 CL，G3，…，C%， 则 积分 方程 (9. 2 -16) 有 
шэ. 2 - 18) 的 解 


фи) = SICla (т) 


显然 ， 积 分 方程 (9. 2 - 16) 解 的 个 数 等 于 方程 组 (9. 2 - 19) 解 组 的 个 数 。 
例 9.2.3 求 积分 方程 


Ka) = Af atp ode (9.2-20) 


#1 关于 条 件 (9. 2 - 12)， 说 明 如 二: 


由 于 ода, АЗЕ цп ZTE AT), НЕ ПЕЙ a, AI. 2 - OREN poA p< 


pi), ЭКИИ НИЕ В Ж (9. 2 - 13)、(9. 2 - 14) 总 能 依次 确定 出 9(z) 来 、 
注 2 零 次 近似 还 可 以 取 为 浦 足 ERKA 的 任意 连续 函数 сг), 
注 3 上 述 非 线性 第 二 类 Fredholm 方程 的 解法 ， 对 非 线性 第 二 类 Fredholm 积分 方程 组 也 适用 。 
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的 解 ， 式 中 л 为 参数 。 
解 设 
= |e wa (9.2-21》 
于 是 pr) = càr (0.2223 
ERO. 2- 2D RARO. 2-21), 就 有 < na tdi, 


(8.2 23) 


a 


方程 (9.2- 23) 有 两 个 解 ， ey 一 0，cs 一 站 。 因 此 对 任何 4 了 0， 积分 方程 (9. 2 -20) 有 两 个 解 
册 (z) 王 0， 兄 (z) = 
例 9.2.4 求 积分 方程 


Pa) = е FO + Pdt (9.2-2 
的 解 。 
解 设 
e= 4ft + оа (9.2 - 28) 
于 是 


par) = се"? (9.2 - 26) 
把 式 (9.2- 26) 代 入 式 (9,2- 25), 得 i 
< 一 К + себуй = Тае" =D + е1 
Вр 
(ex 一 1)c = 3e + 36672 — 1) = 0 
上 述 。 的 二 次 方程 的 判别 式 小 于 零 ， 因 此 没有 实 根 ， 所 以 积分 方程 (9. 2 - 24) 没 有 实 的 解 。 
例 9.2.5 求 方程 


ga) = J ara psin (Ea (9.2- 27) 


的 解 ， 式 中 aG)>0,:€ (0,13, 
解 方程 (9. 2 - 27) 有 形 如 
Ar) = ca(z) 
的 解 ， 按 与 以 上 几 例 同 样 的 步 又 ， 可 得 到 确定 待定 常数 с 的 方程: 


= [вош ¿Sin (9.2 - 28) 
兰 | ecod:> 1， 则 方程 (9. 2 - 28? 有 无 穷 个 实 解 ， 因 而 原 积分 方程 (9. 2 - 27) 有 无 穷 个 解 。 
4， 某 些 特 殊 的 Hammerstein 方程 


某 些 特殊 类 型 的 Hammerstein 方程 ， 可 以 用 代数 方法 求 出 解 来 。 
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O) фб) = I! TAx + Вид? ой 型 方程 
例 9.2.6 解 Hammerstein 方程 
i 
Ka) = ғой (9.2 - 29) 


解 不 失 一 般 性 ， 可 设 4 二 1。 这 是 由 于 若 %(z) 是 方程 (9. 2 - 29) 的 任意 解 ， 则 gz) 一 
My(z) 是 方程 


Ar) = е = HOP 0) (9.230) 
的 一 个 解 。 
把 方程 (9. 2 - 30) 记 为 
gz) 一 af pode = [z gaa: @.?-31) 
因此 ， 方 程 (9.2- 30) 的 解 8(z) 是 工 的 -个 线性 函数 ， 即 
Ф(2) = рх + q (9.2 - 32) 


RP p. q 为 待定 常数 。 
把 式 (9.2~32) 代 入 式 (9.2~31), 得 
эс + = [Te t pta) T| Epa + Tel 
由 以 上 恒等式 可 得 p. a 所 满足 的 方程 组 
р? А Зра + 34 = Зр Q. 2-33) 
32° + Зра + 64° = — 129 (9. 2 —34Yy 
若 把 p. q 作为 平面 真 角 坐 标 系 的 坐标 , 则 式 (9.2- 33) 与 (9.2 - 3483 RE, X H F 
p=0,q=0 是 方程 组 (9. 2 - 33)、(9.2 - 34) 的 解 ， 所 以 这 两 个 椭 娘 都 通过 原点 (p,q) 王 (0,0)。 
求 出 这 两 个 椭 贸 除了 (0,0) 以 外 的 实 交点 (p,9)， 就 得 到 方程 (9. 2 - 30) 的 非 零 解 。 
容易 求 出 上 述 方程 组 的 非 零 解 为 
b= 12, Qq=— 6 
因此 积分 方程 (9. 2 - 3065 E 869358 
ф(х) = 12x — 6 
但 上 述 两 个 椭 贺 还 有 两 个 交点 
(~ 6,3 + 3),(~ 6,3 — 3i) 
所 以 方程 (9. 2 - 30) 还 有 两 个 复 解 
BAZ) => 6z + 30 + 0) pr) =— 6z + 3 — i) 
由 例 9.2. 6 提供 的 解法 ， 可 以 导出 以 下 的 定理 。 
定理 9.2.3 设 积 分 方程 
pz) = [ao + вай (9.2 - 35) 
RPH АС), BORRE a , 妆 上 可 积 的 实 半数 , 则 它 除了 有 等 解 外 ,还 有 下 个 非 零 解 ,其 中 
至 少 有 -个 为 实 函数 。 
与 解 例 9. 2.6 相 类 似 的 步骤 ， 可 以 得 到 方程 (9. 2. 35) 的 解 为 
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“ху = pr + q (9.2-36) 


Кф р. 9 满足 下 列 方程 组 


pf rawd ОШ + [Аш = › 
И ` @.2-37) 
ef аво 十 ОО $ df воа = q 
若 从 方程 组 (9. 2 - 37) 可 解 出 p( 或 9)， 所 得 到 的 关于 p 的 方程 是 一 个 由 次 方程 其 中 有 
一 个 根 为 0, 因此 这 个 四 次 方程 的 左 端 有 一 个 p 的 因子 , 消去 这 个 因子 p 以 后 , 所 得 到 的 是 一 

个 实 系数 三 次 方程 ， 它 必 有 一 个 实 根 。 
俩 9.2.6 说 明了 齐 次 线性 积分 方程 与 齐 次 非 线性 积分 方程 的 一 个 差别 。 对 线性 积分 方程 
фт) 一 af kgd 


来 说 ， 它 的 解 依赖 于 参数 \、 且 所 有 的 解 邦 是 实 的 。 但 是 ， 对 于 非 线性 积分 方程 (9.2 - 35) 来 
涪 ， 除 了 有 一 个 非 零 实 解 外 ， 还 有 两 个 复 解 。 

对 于 非 线性 积分 方程 (9. 2 - 35) 来 说 ， 解 不 依赖 4 的 值 , 这 是 与 线性 积分 方程 有 非常 明显 
差别 的 一 个 方面 ， 即 由 于 参数 A 的 作用 ， 线 性 积分 方程 与 非 线性 积分 方程 完全 不 同 , 

此 外 ， 上 述 解 例 9. 2, 6 的 方法 ， 还 适用 于 解 下 列 形式 的 积分 方程 


Фа) = Ех + F + [каш + ВФ аг (9.2-38) 


此 时 方程 的 解 仍 为 z 的 线性 函数 ， 但 解 依赖 二 4 的 值 ， 当 然 与 线性 积分 方程 依赖 参数 的 
意义 不 同 。 此 外 ,也 不 能 得 到 存在 一 个 实 解 的 结论 , 原因 是 方程 组 (9. 2 - 37) 中 的 每 个 方程 
都 增加 了 一 个 任意 常数 。 在 这 种 情况 下 ， 通 常 有 四 个 非 零 解 。 


DPD = AP ka D 《dt 型 方程 ”可 以 考虑 比方 程 (9.2 - 35) 更 -- 般 的 ， 形 如 
Ф) = af knp ode (9.2-39) 


的 积分 方程 。 
除了 当 /=1 时 线性 方程 的 情况 外 、 不 失 ~… 般 性 ， 可 设 一 1。 这 是 内 为 ， 作 变换 рб) = 
Cula) FEO. 2 - 39) 化 为 


Ае) = к= кк, (ОФ 
А 


Е т, Emt, M m= L 188931 


обо = [keD de (9.2 - 40) 
此 外 ， 还 假设 核 
kG, = УУХ, Сәт, (9.2-41) 
= 


而 X,(z), Xala), =, XX,(x) 构 成 一 个 线性 无 关 的 讽 数 组 。 王 是 以 下 在 讨论 方程 (9. 2-40 
时 ， 可 设 2 二 1， 且 核 取 式 (9.2 -41) 右 端的 形式 ， 即 考 虚 方程 


ulz) = Yx [r ТОТИ 
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设 
p= [Тюш шй G = 1.2.) (9.2 - 42) 
于 是 
ulz) = X1X.G)p, (9,2-43) 


3 


把 式 (9.2- 43) 代 人 式 (9.2 ~ 42) 中 ， 得 到 
pi = [EOSO a G = 1,2, (9,2 -44) 
方程 组 (9.2 - 441358 n 个 关于 待定 系数 p. 的 71 次 代数 方程 构成 的 方程 组 ,此 方程 组 一 般 有 nt 
组 解 , 其 中 有 一 组 为 平凡 解 , 即 p, 一 0 二 1,2,…,n)。 这 是 因为 每 一 个 р, 可 以 从 解 (n ОЖЖ 
为 NN 一 wt 的、 未 知 数 的 系数 为 实数 的 代数 方程 得 到 。 
由 于 这 些 方程 的 形式 为 


plApr + B. PE +++) =0 (9.2- 45) 
ЯЗ №) =n) 是 一 个 奇数 (例如 当 ，” 是 一 个 偶 整 数 ) ,方程 组 (9.2- 45) 就 至 少 有 一 组 实 解 
(i=1,2,…,n)， 于 是 可 得 到 以 下 的 
定理 9.2.4 若 积 分 方程 (9.2 - 39) 的 核 具 有 以 下 形式 
k(z,t) = PLOTA 


式 中 函数 X (z) 是 线性 无 关 的 , 则 积分 方程 (9. 2 - 39) 除 了 有 零 解 Kz) 一 0 外 , 一 般 有 和 一 1 二 
па 只 要 是 一 个 个 整 数 ， 则 其 中 至 少 有 一 个 实 解 。 
特别 是 ， 当 /==2 时 ， 方 程 (9.2 - 44) 化 为 下 列 形式 


P. = Dyak pipa (9. 2-46) 
式 中 Ç 
аў = а = | XOXOT Cd 《9.2-47) 


式 C9.2- 46) 的 右 端 是 一 个 实 二 次 型 。 

在 上 述 情况 下 ， 有 x 一 1 个 解 ， 当 二 是 -- 个 偶 整 数 时 ， 至 少 有 一 个 为 实 解 。 

在 实际 求解 时 , 如 果 n 不 太 大 , 利用 Sylvester 析 配 法 对 每 个 p, 求 出 结 式 , 可 能 很 容易 求 
出 解 来 。 

例如 , 先 从 ;= 1 与 ;一 2 对 应 的 方程 ; 从 ;一 2 与 ;一 3 对 应 的 方程 ; … 消 去 入， 就 得 到 包 
含 其 余 待定 系数 p,(i 二 2,3,…,n) 的 /一 1 个 方程 ,然后 依次 消去 这 些 p, 此 过 程 一 直 继续 到 最 
后 得 到 结 式 为 止 ， 这 将 得 到 一 个 形 如 (9.2 - 45) 的 p, 的 Мл 次 方程 。 

上 述 过 程 容易 通过 对 方程 组 (9. 2…33)、(9. 2 - 34) 的 讨论 来 说 明 : 
二 述 方程 组 可 记 为 


P? + Зра 34° — Зр = 0 (9.2- 48) 
3#? + 8pq + 6g’ + 129 = 0 (9.2 - 49) 
方程 (9.2 - 48). 00.2-49)›ЖКЖЫ р, TER р. р”. р 的 下 列 方程 组 
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р? + (39 — 3)р + 34° = 0 
Р? + (39 — 3)p + 3gp = 0 
3р? + 89р + 64° + 12g = 0 
3P? + Вар? + (64° + 12q)p = 0 
车 (9.2- 50) 是 一 个 关于 р, р. р 相 容 的 方程 组 ， 则 系数 行列 式 必 为 零 ， 于 是 得 到 以 下 
的 结 式 


‹9.2-50) 


0 1 39 = 3 392 

1 39 — 3 зд? 0 2 
0 3 8 e 
3 8 6+l2g 0 


从 而 导出 方程 
3q(q' — 189 + 108) = 0 
ТТВ 0, —6, 3(1+i)5 301—0). 


例 9.2.7 解 方程 
pa) = Га + оф (9.251) 
解 式 (9.2-37) 中 第 一 个 方程 化 为 
р + Зра + Зд? = 3p (9.2 - 33) 
第 二 个 方程 化 为 
3° + 8pq + 64° = 129 (9.2 - 52) 


方程 组 (9.2- 33). (9. 2 - 52) 的 结 式 为 
3q(q° + 244° -- 2229 — 108) 一 0 
从 上 列 方程 解 出 6， 再 求 出 p， 就 可 以 得 到 积分 方程 (9. 2 - 51) 的 解 。 
此 外 ,由 作 图 可 看 出 (9.2 - 33)、(9.2 - 52) 只 有 一 组 实 解 ,于 是 方程 (9. 2 - 51) 的 精确 到 
第 3 位 小 数 的 近似 解 为 
plz) = 0. 726x + 0. 461 


59.3 非 线性 第 一 类 Fredholm 方程 


对 于 非 线性 第 一 类 Fredholm 方程 
[F cæ pde = fa) (9.3-1) 


线性 积分 方程 的 Schmidt_picard 定理 不 再 有 效 。 偶 尔 会 出 现下 述 情况 ,可 能 对 某 个 所 选取 的 数 
j， 按 下 列 先 代 公式 

жою = бо + pf Fee (008 — fa) 
确定 的 函数 序列 fg (z)} 收 伍 。 如 果 此 序列 收 伍 ， 则 它 收敛 于 方程 (9. 3 - 1) 的 某 一 个 解 (方程 


(9. 3 - 1) 的 解 可 能 不 惟一 )， 这 样 所 得 的 解 依赖 于 所 取 的 x 的 值 。 
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$ 9.4 非 线性 第 二 类 Volterra 方程 
对 于 非 线性 第 二 类 Volterra 方程 


ж) = fe + АРС gd @.4-1) 

E- ERF, Ы F ЯЯ ДК 
(т) = f) (9.4-2) 
pa) = Fr + 2 Peng, 098 @.4-3) 


EW iB R3R3RIB Ө Ж. 成立 
定理 9.4.1 如 果 方 程 (9.4 - 1) 中 的 f(x) 是 Ca,X] 上 的 实 连续 函数 ,my 了 (x) 所 ms， X 
是 ПО, РЕЗ, ту) Сх) т, (тоте 为 实 常数 ),， Für. uH ахи<х<Х, p 
ug(p,9 EE pcm Sm I <q 成 立 的 已 知 实数 ) 时 为 实 连续 函数 , | 下 (zzl 委 4(4 为 正常 
#0, HÆF u 满足 Lipschitz 条 件 

[F(z,t,ua) = FPO) | < Clu, — и, (9.4-4) 

RPC 为 正常 数 ， 那 么 ， 当 4 满足 条 件 
А < min — 


m= ат | 
ЛАФ — a)’ Alh — а) 
Bf, 方程 (9. 4 - 1) 存在 惟一 解 。 
证 明 当 条 件 (9.4-4) 满 足 时 ， 对 任何 正 整数 x， 由 式 (9. 4 - 3) 确 定 的 多 (z) 都 满足 p< 
9.(z)&qg， 这 样 就 能 保证 由 式 (9.4 - 2). (9.4 - 3) 总 能 依次 确定 出 g(x) 来 。 


(9.4-5) 


SER (Сс) СОВЕ, ¿k A EE R Ж Ужо - Фб) 收敛 就 可 以 了 。 
依次 估计 
©) = p= a| Fep < AJAG = a) 


|р) = gG) |= afi Ergo — Ебкм,ф,(@))}@ | 


<| we = gold < ela ©” 
由 数学 归纳 法 可 证 明 ， 对 于 任意 正 整数 j， 有 以 下 信 计 
|в) = Ф w| AA e 
于 是 ， 对 于 满足 式 (9. 4 - 5) 的 任意 4， 级 数 
жю + Уво) gD 
Жа, ЕЛ Н. ERA ERMER Kx) 就 是 积分 方程 (9.4- DER, 
再 证 惟一 性 。 如 果 方 程 (9.4 - DEER g), M 


Kaz) - lr) = Деси) = ЕСх,#,80)214 


(= — ay: 
j! 
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由 条 件 式 (9.4-4)， 得 
ж) = P < Alef ео — podr 
以 上 不 等 式 两 映 关 于 z 从 а B| z 积分， 并 交换 积分 顺序 ， 就 有 
站 re = ye) dz [де] (ro ~ go JarJar 
= halef а) жо — go lae 


= llef = суо) — p) lde 


< AleX ~ of gD ~ po lar 
取 待 定常 数 X 满足 


X<a+ k 


于 是 IlcCK 一 a)<1， 因 此 


[ео — ga) ldz = 0 


即 Ka) = Yr) (а<т<Х) 
因此 方程 (9. 4 - 1) 的 解 惟一 。 
零 次 近似 也 可 取 为 满足 条 件 рс, суу 的 任意 连续 函数 g (z), 
上 述 非 线性 第 二 类 Volterra 方程 的 解法 ， 对 非 线性 第 二 类 Voltera 积分 方程 组 也 适用 。 
例 9.4.1 求 积分 方程 


pz) =f 13000274 (9.4-6) 


的 近似 解 。 
解 ” 取 零 次 近似 员 (z)? 一 0， 于 是 


员 (z) 一 [| 1-а = arctan т 
° 


1+0 

a Р 1 šretante, - _ 1 š 

901) = j: T+ di = arctan z + 了 arctan 工 
1 2 
5 [arctan t + -уагсїап 

go s раа атт 
a ° 1+2 

= arctan z + larctansz 十 -2 arctansz 十 l arctanrx 

3 EERS 

Яо а = 1 sz + ®& 5 

ф(х) = Ë I+ dz = arctan z + 'arctan'z + ç sarctanz + 
17 134 


g 
577 gartana + sg 


iB arctan z=u, E gq,(z) 的 表达 式 与 下 列 展 开 式 


= (ою _ 
тап и 一 x 1:2 = р 


arctan z + ТЕГУ 25arctan z +e 


Bau! [ lul < z] 
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相 比较 ， 式 中 В, X Bernoulli 数 ， 可 得 
limg (z) = tan(arctan т) = х 


9(X) 二 zx 是 方程 (9. 4 - OKAR. 


$ 9.5 非 线性 第 一 类 Volterra 方程 


在 一 定 的 条 件 下 ， 非 线性 第 一 类 Volterra 积分 方程 ， 通 过 关于 z 求 导 两 次 再 积分 ， 化 为 
等 价 的 非 线性 第 二 类 Volterra 方程 。 
对 于 非 线 性 第 一 类 Yoterra 方程 
[Eeoae = f(r) (9.5-1) 
为 使 它 有 解 ， 显 然 要 满足 条 件 
Жа) =о0 (9.5-2) 
设 SOERA аслар 上 导数 存在 且 连 续 ; Косу) а<и<ст<Ф, риа 上 的 一 阶 
偏 导 数 连续 , р.а 为 已 知 常数 , 且 设 F.(z.r, 20, TFJE(9.5 -1) 确 是 以 p(x) 为 末 知 函数 的 
积分 方程 。 
方程 (9.5 - 1) 的 两 端 关于 z 求 导 。 若 gx) 是 方程 (9.5 -1]) 的 解 ， 则 oz) 就 满足 
Fizz) 十 Гела = fæ) (9.5-3) 
记 ga)=w， 此 时 还 成 立 
Flasayuo) = Ра) (9,5=4) 
反 过 来 ， 由 于 条 件 (9.5 - 2) 成 立 ， 所 以 满足 方程 (9.5- З) рх), 38 JURA E 
(9.5-1)。 因 此 ， 在 条 件 (9. 5 - 2) 成 立 的 情况 下 ， 积 分 方程 (9.5- 1) 与 (9.5- 2) 是 等 价 的 。 
对 于 方程 (9. 5 - 3), 如 果 设 f(x) 有 二 阶 连续 导 函 数 ,F(zyt,u) 关 于 x 的 二 阶 偏 导 数 连续 。 
对 (9.5-3) 的 两 端 关 于 工 求 导 , 若 o Gr) 是 方程 (9. 5 - 3) 的 解 , 则 g(x) 就 满足 以 下 非 线性 积 
分 微分 方程 
ICE ra EIH Fi CEE PT) + Falas Ka) a + 
[Кыгын = f") (9.5-5) 
反 过 来 ， 若 px) 满足 式 (9. 5 - 5)， 则 对 式 (9.5 - 5) 两 端 关 于 + 积分 ， 得 
Еб, ба) + [araya = Ра) + C 
令 т=а, 由 式 (9.5-4), 得 C 一 0， 于 是 就 得 到 式 (9.5`3), 这 表明 方程 (9. 5 ~- 5) 与 (9. 5 -3) 
等 价 ， 而 式 (9. 5 - 3) 在 条 件 (9.5-2) 成 立时 与 式 (9. 5 - 1) 等 价 , 因此 方程 (9. 5 - 5) 在 式 
= Ë: Bernoulli % 
ET m= t. НЯНИ ЗИВ) Bernoulli Ban BAE 


Bo=!1 
Bw 出 以 下 递 推 公式 确定 
ъ-2 
ГЕ. 2y (202-1) m (2р-2#+2) 
Вь= + > ” x 


(9.5 - 2) 成 立时 与 式 (9.5- 1) 等 价 。 

由 于 在 auqa, риа В} F.(z,r,u)20, 式 (9.5-5) 两 端 除 以 FiCr,z,p(x)), 并 
把 上 换 为 w， 得 到 
Frw) — PV po) — Е (0,0, ф(0)) _ 

Е.Со,о,ф(0)2 

тА (9.5-6) 
上 式 两 端 关 于 wv 从 a 到 积分 , 就 可 知 : 如 果 gLz) 是 积分 微分 方程 (9. 5 - 5) 的 解 ， 则 oz) 也 
满足 积分 方程 


Hv) = 


PO) = 2F, oo, gG) — Fv p) у 
Flvv, pv)) 


pz) =u 4 ji 


Г Кее О ы, (9.5-7) 


oF (vyv po) 
反 过 来 , 车 函数 gLz) 满 足 方程 (9.5 -7), 则 显然 成 立 (a) 二 wo, 再 对 它 的 两 端 关 于 zx 求 导 , 就 
得 到 式 (9. 5 - 6) 。 于 是 方程 (9.5 - 7) 与 方程 (9.5 - 6) 即 式 (9.5- 5) 等 价 。 而 方程 (9.5 - 5) 在 条 
件 (9.5-2) 下 与 (9.5-1) 等 价 ,因此 在 (9.5 -2) 成 立时 ,方程 (9.5-7) 与 (9.5~1) 等 价 ,这 样 ， 
解 非 线性 第 一 类 Volterra 方程 (9. 5 -1)， 化 为 求解 等 价 的 非 线性 第 二 类 Volterra 方程 (9, 5- 
т). 


HFFR. S- 7)， 当 天 (z,ta 的 一 阶 偏 导数 和 关于 z Ву — WR ФЖОЧ ЖШ u 满足 
Lipschitz 条 件 时 ， 就 可 以 用 逐次 通 近 法 求 出 解 来 。 
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a 


习 a 


1， 解 方程 
x) 一 а 十 gd 
2， 求 下 列 积分 方程 的 二 次 近似 解 。 
азво = z+ | + хб) 
Oga) = М + е ай 
G) өбө) = [к + OF 
(Ох) = [= коа 
(5) рб) = Ге — guid: 
(б фо) 二 x 一 x 十 [учо жой 


205 — 


Dga = 1+ ze + фа) + ed 
3。 求 下 列 方程 的 三 次 近似 解 。 

Dga = [a + Pd 

(Q) а) = | age) — Dar 

4， 解 下 列 积分 方程。 

CD go = арай 

Dgo = [а + POPO 


O p) = [eg ай 


1 


= =s 

(4) ф(х) TF 
12 

(5) ф(х) Кез Гуш 


s. ж асоб, жі, 积分 方程 
ж) = ened + pd 
RAXM, RP а(х)>0,хЄ (0,12. 
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附录 1 广义 Leibnitz 公式 


广义 Leibnitz 公式 ， 


d B) 
Lf Fad = -f 


0 E, 


ate) 


Pda 十 


ep G) — Flz,alr))a (z) 
是 Newton-Leibnitz 公式 的 推广 


证 明 设 
TEN 
Kahan) = | Fede 
式 中 Fa, = 8620 
于 是 


#2) 
Kapa) = | GD a, = ez Ва) 一 fra) 


由 复合 函数 求 导 法 则 


g- = 十 器 8 аз x а (т) 


设 积分 号 下 求 偏 导 数 的 条 件 满足 ， F s nn 得 


Әр = E S | Flat) 
rap шш у a ae 


由 式 (4)(3)， 有 
др _ arcr,p) – ~ FiB) 


#2 а 
2. аза йа = F(z,a) 


再 由 式 (5)、(6)、(7?、(4) ， 得 到 
g- e ED ди + PPA (а) — Padd Ge) 


azs 


(1) 


(2) 


(3) 


a) 


(5) 


(6) 


《7) 
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附录 2 特殊 核 的 Fredholm 行列 式 表 


H klag) 区 w Fredholm 行列 式 DA) 
ORLA lasd) 1— фка 
kilar) ' bo (£) [a,b) 

z$ (0,а2 
ue 
ate Oa) | 
“н ай 
4e ` (0,a) 
4+0 0,43 

sin zsin ё Osa] 

El (0,17 IFA 

alrt) _| 0,0 a= э” 
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附录 3 ”特征 函数 表 


以 下 列 出 一 些 以 正 交 函数 系 为 特征 函数 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 特征 值 与 特征 油 
数 。 


1. ж) Араса = o 
— (к< 
式 中 k(z,) = @ 
= G < z) 
iani? 
特征 什 A= (1 G= 1,22) 
对 应 的 特征 函数 Pz)sin е G= 1,2, 
А in 
2. Філ) 一 af BERTOL + +] рй = 0 
_ 2)-\ 
Sa ET ао 
式 中 #(х) = I 
inltt ega) 
2 1 一 六 
特征 值 A =n(n-+ 1) (n= ,2,=-) 
特征 函数 gC) = P.Gz) (n=1,2,) 
AP P,Cz)29 Legendre 多 项 式 ， 它 的 定义 为 
ао руж 
P.G = зд dr DS 


由 P.(z)=1 及 Pi(z) 一 rz， 利用 递 推 公式 
(а + Pala) = z(2n + 1)P,(z) + nP,_.(z) 
可 以 求 出 任何 次 Legendre 多 项 式 。 


3. Ka) 一 Ассур: =0 
LV ¿< 
式 中 kizi) = м 1) сай 
БЕ «ә 
特征 值 А= а 
式 中 а, 是 超越 方程 ],(a) 一 0 的 根 。 
特征 函数 PL) = Jalat) 


这 里 jy(z) 是 ， 阶 第 一 类 Bessel 函数 。 
一 209 - 


第 一 类 Besse! REXX 


Zani 
J.G) - [š 到 Eres (2) 


4. xz) 一 4; воа) = 0 
кы ә ет 
е? тї “< 
式 中 klant) = as 
e? Г = dr G =< z) 
特征 值 入 二 十 1 
特征 函数 pz) = e (л) 
RP LL(z) 为 Chebyshey-Laguerre 多 项 式 ， 它 的 定义 为 
L, (r) = e £ Pem] 


H L.(z)=1 Ë L,(z)=—z+1 利用 递 推 公式 


Т.б) = (2n + 1 ж), (а) = яй, (r) (n = 1,2,6 


可 以 得 到 任何 次 的 Chebyshev-Laguerre 多 项 式 。 


) 


5. pa) = А Мой = 0 
T ~ 
1 К] ed етае (290) 
Sa S ， 
式 中 k(z,t) = {гг 
Bie сура 
—1 < 
жуы f [е dr < 2) 
特征 值 A =20m +1) (п 0,1,6) 
特征 函数 g(x) = e EH,z) (n= 041, 
RP H,(z)29 Chebyshey-Hermite 多 项 式 ， 它 的 定义 为 
Нб) = (— e £ m 
„фу, "ас 1 рау + (z =a 0—3) „ 


Qayt + o 
H H.(z)=1 Ж H,(z)=2<x 利用 递 推 公式 

H,,., (z) = 2z=H,Çz) 一 2nH,_,(z) 
可 以 求 出 任何 次 Chebyshev-Hermite 多 项 式 。 
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附录 4 La, b) $E 


如 果 积 分 
Í #(ж)йх 


存在 ( 取 有 限 值 )， 则 称 f(z) 在 fa, 刀 上 为 平方 可 积 ， 人 在 Ce, 刀 上 平方 可 积 的 函数 类 ， 记 为 
Lelah) È Leo 


1. L, É ë B 65 É + E JN 


(1) 车 f(x)ELs, g(x)ELz, 则 f(r)g(r)EL:, f(z)+g(z)€ L, 
(2) 车 了 《xz)ELI,，4 为 任意 实数 ， 则 Xf x) € L, 
(3) 车 f(x)EL:，g(z)EL:， 则 成 立 Bunyakovskii-Schwarz 不 等 式 


([zayscoaz) < Реса [аса 


(4) 若 f(x)EL。，g(z)EL， 则 成 立 三 角 不 等 式 
lZ+gl] < lfl + lgi 


їл = VC 万 = Меса 


ШОЛ О) Сс) Са DERM 
Св) = Гуска: 


RP РЕ f e) 938 


az) 与 5(z) 的 距离 定义 为 
ев = (FI = всю)" 


记 为 pCf(z),g(z))。1905 年 Hilbert 在 研究 积分 方程 理论 时 , 曾 引 入 这 种 距离 的 概念 来 估计 
两 个 函数 的 误差。 

设 f(z)ELilab)，g(z)ELs(a,b)， 如 果 仅 在 测度 为 零 的 集合 上 РС) зв Сх), 即 (x) 
与 g(x) 在 a, 丰 上 几乎 处 处 相等 , 则 称 f(x) 与 g(x) 在 ta,6J] 上 等 价 , 即 可 以 把 它们 看 成 在 L, 
中 为 同一 个 元 素 。 

对 平方 可 积 函 数 类 L, 规定 了 上 述 的 内 积 和 模 以 后 ， 就 称 为 一 个 L 空间 。 


2， 平 方 平均 收敛 
设 fO) Са) fala) f(z),… 都 属于 工 :(a,5)y， 如果 
imf = fæ) dr = 0 


则 称 函 数 序列 { 放 (z)} 平 方 平均 收效 于 函数 f(z)， 简 称 { 太 (=)} 平 均 收效 于 fee), 
= #11 — 


如 果 平 方 可 积 函数 序列 { 户 (z)} 在 Ka, 们 上 一 致 收敛 于 fOe), WADE e ВОР, 
方 平 均 收敛 于 РС). 
对 于 -个 平方 可 积 的 函数 序列 { 九 (z?}, 如果 对 任意 给 定 的 e>0, 存在 N2>0, i n>N 及 
m>N 时 ， 使 得 
[ще =f ағ < є 


成 立 ， 则 称 序列 { 记 (>)} 平 方 平 均 收 伍 。 满 足 上 述 不 等 式 的 序列 ， 称 为 基本 序列 。 
序列 {f(z)) 平 方 平 均 收敛 于 某 个 函数 的 充分 必要 条 件 是 ， 这 个 序列 是 一 个 基本 序列 。 
任何 在 L, 中 的 基本 函数 序列 收敛 于 L, 中 的 函数 , 这 种 性 质 称 为 空间 L, 的 完全 性 或 完备 
性 。 


3. ож ЖАЮ АЛАМ 
设 { 龟 (z)} 是 Ca 的 上 一 个 (无 限 的 ) 标 准 正 交 函 数 系 ， 即 成 立 


Í (z)gG)d. -| АЕ 
ЗОНЕ lo вау 
Р k 
记 L= [Fæ ~ Уло |е >o 
e ё 
š 
式 中 A= | repgcodz 


是 f(z) 关 于 tm(x)} 展 开 的 Fourier 系数 
fo) = Ўв) 
容易 证 明 Е 
„= (лога: — Br 


= рове P+ X IA 


因此 ， 部 分 和 序列 уло РВЕ f(z) 的 充分 必要 条 件 是 
їп, = 0 
ВААУ S), Parseval 等 式 
[лоч = иле 3 
成 立 。 
使 上 述 Parseval 等 式 成 立 的 标准 正 交 函数 系 {gp(z)}， 称 为 完备 的 或 封闭 的 。 


直观 地 说 ,“ 完 备 ” 是 指 , 为 了 使 平方 可 积 函 数 f(z) 能 展开 ,函数 系 {9.(x)) 中 每 一 个 函 
数 都 是 必需 的 ， 如 果 缺 少 某 -个 ， 某 些 平 方 可 积 函 数 就 不 能 用 q(x) 的 级 数 表 示 出 来 。 


= 


附录 5 常 微分 方程 定 解 问题 Green 函数 的 求法 


如 果 能 求 出 常 微分 方程 边 值 问题 的 Green 函数 ， 就 可 以 把 此 边 值 问题 化 为 等 价 的 积分 方 
程 ， 以 下 介绍 常 微 分 方程 边 值 问题 Green 函数 的 求法 。 


BH n MRR TEN 
LOI == pola) y™ + PADIT 十 全 十 加 (3 一 0 O) 
式 中 函数 pola) ,pi(z),… р СОЕ Са, Е, Sie р»б\х)з®0, WARA 
У,Су) = ayla) + ay (а) + ° apr yma 站 
Вауу + ВУ (b) + ee 4 ы! =D y0- b) 一 


Q= 1,2,ззэл) 2) 
HER уба), у (а), y Pla) yO) ут Б Ка VI, У, =, Va 是 线性 独立 的 。 
定义 ” 设 & 为 (a,6) 中 的 任意 点 ; ua<6< 5 ， 具 有 以 下 四 个 性 质 的 函数 CGO), RARE 
问题 (1)、(2) 的 Green ВАЎ: 
(1) 在 a<z<8，G(z,6) 本 身 及 关于 zx 的 不 高 于 ”一 2 的 各 阶 导数 (包括 = 一 2 阶 导数 ) 连 


#, 
(2) СС, х fin 阶 导数 ， 以 ==: AR -ARMA HUES- M 
2” 'G(z,Ë) __ 8" G, Ш (3) 
ат ЕИ да"! о-о 7 роб) 
(3) Жох в, CODE д, Же С) 
L(G) = 0 


GQ) 满足 边界 条 件 (2) 
V, =0 (&=1,2,зэл) 
成 立 下 列 
定理 1 如果 边 值 问题 (1) (2) 只 有 零 解 y(z) 熏 0, MHF L 有 一 个 旦 只 有 一 个 Green 函数 。 
ШЕЙ 设 %(z),y(z)，…yw(z) 为 方程 (1) 的 线性 无 关 解 。 HERG), 函数 GC, DERK 
闻 [a,8) 及 (的 可 由 上 述 线性 无 关 解 表 出 ， 即 有 下 列表 达 式 
Gir.) = ayi la) + агуга) А 5 А ayta) бах 6) 
Gex, E) = byla) + Буг) 十 … + byla) (£ < r < b) 
ЖИР а, as ts аз bis bo о be 是 的 函数 。 
为 了 确定 C(z,6)， 只 要 确定 u, б,(#=1,2,+-,0Ж ЧАТ, АН GC ey ҖЕ 
关于 工 的 前 n—2 阶 导数 在 点 == 的 连续 性 ， 导 出 下 列 关系 式 
Фу) + -_ Буу, (00 — Ka (É) + + H ayate = 0 
(b) (Ë) + = + braa CEI — Саи) + = + anya — 0 
Фу) 十 Oy — бау? + + аур "(фр = 0 
“ЖЗ =. 


(4) 


而 式 (3) 为 
GU) + = ТРОО — Саур”) + = + ay 000 = ;- = 


Ë а) = 600) – а) G= 1,2,-,п) (5) 
则 得 到 关于 ct(8) 的 线性 方程 组 

ci (É) 十 cyl) i + 4 c.y,(&) 一 0 

ci (É) + сауа С) + + с„у(ё) = 0 


(6) 
cuy (É) + cay (8) 十 Ф ey (8) = 0 


ау) + соу) + <= k у”! = 
方程 组 (6) 的 系数 行列 式 就 是 Wronski FAR W Oy DER r= 的 值 , 它 不 为 零 
(由 于 уу ә» 线性 无 关 )。 因 此 ， 由 方程 组 (6) 可 单 值 确定 函数 с, (6)(k=1,2,- n). 
以 下 再 由 边界 条 件 (2) 来 确定 洱 数 ai(6)、b(&)， 把 式 (2) 中 的 Vily) 分 为 两 部 分 
У,(у) = Aly) + B,(y) 


式 中 
Ауу) = ау(а) + ау (a) + += + ару (a) 
Bily) = B,y(b) + RE y (b) + ++ + BE? y) 
由 式 (4) 
A,.(G)= a,G(a) + aPC (а) + + + 706" (a) 
= alayi (a) + ayla) + + + a,y,(a)3 + 
a[l (ay) (a) + ayola) + + anyala) + = + 
aP U [ay (а) + агуй U (a) + + ау ka) 
= асаку la) + at y (a) + + + aP Uy U (0) + 
alayla) + aP yi (a) + + + ау a) 十 … + 
alayla) + oj yaa) + + + apo yr Ca) 
= а,А,(у,) + aA) + аА) 
同 理 
BO) = ЬВ,Су) + WBa ly) + = + &„В,Су„) 
由 性 质 (4) 即 式 (2) 可 得 
V,(G) = A(G) + B,(G) = 0 
即 
аА, (у) + аА, буа) + + + а„А,Су„) + BB) + б,ВуСу,) + с H bB On) = 0 
G&=1,2,--,n) 
又 由 式 (5) 
a =b e 
因此 


(b, — DADE (b — c) AI) 4 + Cbs — e) AG) + DB) + bB) + 
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we + DBO) = 0 (k= 1,2,9) 
于 是 
BVa) + baViCy2) 十 … + DVO) 
=c AO) + GA) + F Aty) (k=1,2,) (7) 
方程 组 (7) 是 如 ,5。，…， 如 的 线性 方程 组 ， 由 于 Yi，VY:，…，Y。 线性 无 关 ,， 故 方程 组 的 系数 
行列 式 


Убу) Убу) < Убу) 

У, V,Gy + У, (у) 
ды t A > 0 

У.С) М.у) ++ У,у) 


因此 ， 方程 组 (8) 的 解 bh.($),b.(&),… ,6b.(&) 存 在 且 惟 一 。 而 由 a4 人) 二 Bb4($) 一 .CE)， 可 知 
а A= 2 sn) 也 存在 且 惟 一 ,利用 式 (4) 就 可 得 到 G(x,6)。 这样 就 证 明了 Green 函数 的 
存在 惟一 性 。 
上 述 证 明 ， 同 时 提供 了 构造 Green 函数 的 方法 。 
如 果 边 值 问 题 式 (1)、(2) 是 自 共 思 边 信 问 题 ， 则 对 应 的 Gree 函数 是 对 称 的 ， 即 
G(z,&) = G(8,z) i 
如 果 在 区 间 的 一 个 端点 (例如 ха), 方程 最 高 阶 导数 的 系数 роса) 4, 则 在 z—a 规定 
解 为 有 界 作为 自然 边界 条 件 ， 而 在 另 “端点 要 求 满足 通常 的 边界 条 件 〈 见 以 下 的 例 2). 
以 下 讨论 一 种 重要 的 特殊 情况 ， 即 二 阶 常 微分 方程 边 值 问题 
[pk(z)y + q(z)y = 0 (8) 
(уба) = уб) — 0 09) 
的 Gree 函数 的 求法 ， 式 中 p(z)Z0,a<r<bip(z)€ (U(a,bD 
设 yz) 是 满足 初始 条 件 ya =0, уба) =озё0 的 方程 (8) 的 解 。 一 般 来 说 , 此 解 不 一 定 
满足 第 二 个 边界 条 件 ， 因 此 可 设 
x) > 0 
于 是 显然 有 ， 形 如 cy(z) 的 函数 (c: 为 任意 常数 ) 是 方程 (8) 的 解 ， 且 满足 边界 条 件 
сууба) = 0 
ЭГ), О СВО T ih Ж. Hl (0) 0 的 非 零 解 y (zx) 所 对 应 的 解 族 
cuy: (z) (es 为 任意 常数 ) 满 足 条 件 
cy b) = © 
主 是 问题 (8)、(9) 的 Green 车 数 为 
2 суб) (a< z< ё) о) 
суба) (фе хб) 
+ PORRER, WHERO) (OMRE, ОЕ GC. ЮЕ £ ШШЕ z Ж 
续 ， 特 别 是 ， 应 在 点 z 一 上 连续 ， 
ciy È) = соу, (É) 


Н Ca ODEN r= KEAT HE 
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соу) 一 ау) 一 一 55 


ЕШ 
cy (€) уо) = 0, aA — сё) = кБ ар 
方程 组 (11) 的 系数 行列 式 是 y, y 的 Wronski 行列 式 在 z= 的 值 取 负 ， 即 
= W(y (z) yels) jene w(t) 

由 于 已 设 y 960, 可 知 方程 (8) 的 解 y>.(x) 与 ys(x) 是 线性 无 关 的 。 这 是 由 于 , 与 yC) 
线性 相关 的 解 为 oya), AA yy.(8) 取 0. 因此 当 ci 天 0 Bf, Е лБ, оу), 而 所 
ЗЕЙНЕ у (х) л-р ВЕ, К yy(zx) 与 yo(x) 线 性 元 关 。 TER ше) 360, 从 而 由 方程 组 
ADAE а. с 


оа) рО) у) 

© =w) руш) 
a a WOO anD 
27 Sw O рО оС 


代入 式 (10)， 就 得 到 Green 函数 
— xz) (6 CEREA 


60,9 = Aaa (12 
we 2 
рш у 66260 
以 下 介绍 把 边 值 问题 
[у"(ж) + руб) (z) + Ps(z)y(z) = 0 3) 
lya) = A, У) = В аю 


化 为 问题 (8) .(9) 的 方法 。 

首先 在 线性 方程 (13) 的 两 端 乘 以 因子 p(x) = ene ， 此 时 g(z) 为 pG) (z), 于 是 
(13) 就 化 为 形 如 式 (8) 的 方程 。 

哥 作 未 知 函 数 的 线性 代 换 


E = у(х) — 
这 样 ， 边 界 条 件 (14) 化 为 齐 次 边界 条 件 
z(a) = yla) – А = 0, 200) = y) – B -A — A= уф) — B= 0 
在 上 述 代 换 下 , 方程 (13) 的 线性 仍 保持 , 但 与 (8) 式 不 同 , 所 得 到 的 方程 为 带 自由 项 SOHA 
程 


B-A 
b~a 


G@—a)— A 


工 (<) = /(х) 
式 中 sæ =- (А +#= Ac 一 ojocz) – 84 
这 样 ， 就 可 以 按 求 问 题 (8)、(9)Green 函数 同样 的 方法 , 求 齐 次 边 值 问题 L (z) 一 0， 
z(a)==(b)=0 的 Green Ñ$. 
例 1 求 齐 次 边 值 问题 
人 015) 
у) = у 00) = 0, У) = у) = 0 a6) 


p z)p (z) 


二 


的 Green 函数 。 
解 首先 证 明 ， 上 列 边 值 问题 只 有 鹤 解 。 这 是 因为 ， 方 程 的 基本 和 解 组 为 


3 


фу: c as. o ат) 
ЖЕ 
yla) = A + Вх + Сх + Dz? 
RFA, B, C, D 为 任意 常数 。 
由 边界 条 件 (16)， 可 得 到 А, B. C. D 应 满足 下 列 四 个 关系 式 
x0)=A=0, у(0) = B=0 
УО) =A+B+C+D=0, yQ)=B+2C+3D=0 
因此 ，4=B=C=D=0， 于 是 问题 (15)、(16) 只 有 和 零 解 y(x) 三 0， 由 定理 1 可 知 ， 可 以 构造 
Green ЩЖ, Hit Green 函数 是 惟一 的 ， 
由 基本 解 组 (17》， 可 设 Green 函数 具有 以 下 形式 


Ga, D =a 1 ах фаза 4 асл OSKE 018) 
GT = * 1 + Бк + bt + br (€ << z S 1) (19) 


RP as + аа bs се, b ЕЕ. 
设 
c (8) = bC) — a, (£) (k = 1,2,3,4) 
由 方程 组 (6) 可 得 确定 函数 c:($) 的 线性 方程 组 
са с 4 cË + cË = 0 
c; + са + c, 36 = 0 
ca"2+c, * 66 = 0 
са 6 = 1 
EZ, 19 
ау Te, а= Бе, а =— аә = 1 (20) 
6 2 2 6 


由 于 Green 函数 应 具有 性 质 (4)， 即 应 满足 边界 条 件 (2)， 因 此 对 问题 (15)、(16) 应 成 立 
G(0,£8) =0, G0,6)=0 
G0, = 0, G1, = 0 
а = 0 
> а = 0 
于 是 得 到 ha au hu о (21) 
b, + 26, + ЗЬ, = 0 
АН сь Ба аъ =1,2,3,4). HRO, CDI 


а= 0, h =o +a=- TË a 0. ъ= a= 16 
而 
h+h=- b bh = e- yË 
оьз == Те 


те 


从 而 
= Ів G О В 
b= gë- ë, We Casa es 
进而 就 有 
一 一 


< 
а= = 6056 36 
把 以 上 所 求 出 的 系数 ae、 包 (一 1,2,3,4) 代 入 式 (18)、(19)， 就 得 到 问题 (15)》、(16) 的 


Green 函数 
[1 121 [TL u Le тү 
266610 (е етее OD 


бо 1 еъ ез (Зее | be deja 


由 此 可 见 
С(г,ё&) = С(ё,т) 
即 此 问题 的 Green ARX ЁК. ЕНЕНЕ Ж A Н ЗЕЕ А ГАЯ, ПЕПЕ РП 
道 所 求 出 的 Green 函数 具有 这 种 对 称 性 ， 
例 2 求 齐 次 边 值 问题 
zy" +y 一 0 (22) 
ya =ay() 290 (23) 
当 z 一 0 时 yG) 有 界 
解 首先 求 方程 (22) 的 通 解 ， 由 此 可 证 明 ， 仪 当 y Go=0 时 ， 才 成 立 式 (23)。 为 此 ， 记 


y (z) = z(z) 
则 有 xe фа 0 
ВМЕИ 
т 2-2 
> КК 2] 
所 以 ма = а 
сыл. 
因此 жер. 
a 
Bp е 
所 以 у(х) = сах + с: 


由 此 可 知 , 当 c= 二 cs 二 0 时， 才能 使 式 (23) 成 立 。 由 定理 1， 可 以 构造 问题 (22)、(23) 的 Green 
函数 。 设 
ja, + alne (0<z=< 0) 
ta tadar GS z<1) 
ЮГ СО, r= 具有 连续 性 ， 应 有 
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Сб.) = (24) 


bi + biln ë а — адр £ = 0 


而 在 ==, Сос OKE — 1, RER 


(25) 


(26) 
(27) 


(28) 


тафт F 
所 以 = a =—1 
记 с =b — а, c =b —a 
由 式 (25)、(26) 可 得 
jar cln = 0 
le = 一 1 
于 是 
c = në, с = 1 
ТТЕ 38 E (23), 33 z—0 时, Ст, МЖЖ. а: =0, Н СК.) =аб, (1,8) Я, b —=ab, 
由 式 (27)、(28) 得 到 
b =a, —1=—1 
a, = b, — c, = ab, — 10 = — a — аё 
于 是 所 求 的 Green 函数 


一 (ce 十 ln6) (0<х<ё 
VERS Ë (a+ nz) (€< =< 1) 
з 求 边 值 问题 
[Ж ж 
00) = 50) = 0 
的 Green 函数 。 


解 ”容易 验证 M y (z)=sin kz 满足 边界 条 件 у,(0)=0, 而 解 y,(z) 二 sin k(x 一 1) 满 足 


条 件 y.(1) 一 0。 上 述 函 数 y 与 % 是 线性 无 关 的 。 
sin kz, зіп ЁС 10 r=ë #9 Wronski 行列 式 的 值 为 
sink sin k(& — D 
kcos ЁЁ Ecos k(£ — 1) 
cos kêsin k (£ — 1)) = #sin[(&£ — k(@ — 1)) = ksin k 
方程 的 系数 p(x) 二 1，T 下 是 PC6) 一 1， 由 式 (12) 可 得 


_ sin krsin k(ë — 1) 
ksin k 


ж) = = k(sin k€cos А(Ё -- 1) 一 


(о<хё) 
Сб‹(х.,ё) = 


sin kësin kz — D 
Е ksin k ESAD 


— 219: — 


附录 6 Green 函数 表 


е ЖЫ 边界 条 件 Green Ж СОг.) 26,4 <r GDG T) 
у" у00)=у(1)=0 а—ё) 
y уу=уа)=о z 
y у (0=y(1)=0 ъ # 
У yoya) eheh arte. ё 
y ›00)=0 
У-У 0)=0 
Е >(0)=0 加 
| Ч y+y Q =0 
> 
= 
P FORTUN РЭКЕТ 
Ў YOy = 20а 
Ё КОРТ 
Э, yay W FEE 
y (2 一 习 十 1 一 
y y= D=) =0 Та+әа-ә 
Р Ср +у0)=0 А pl Зур 
y К КУД | e Ar 
А = Е sin zsin(1—ê) 
yty 00) =уб1)=0 sin 1 
y+y х 
ty убу yD=0 z 
узу y0)=0,y(0=0 sin(] Scos z 
соз 1 
Ë z 
T 
` y(0)=yQ) (8) 
Уту СРЕ 1 
У-у 2% 二 
у> (0) | 
(—1)==у(1) 
к У 
FRES Ус р=у@) 
i Ема sh zsh(1—2) 
у=» y(0=y0)=0 ыз 


续 表 


微分 算 子 边界 条 件 Green 函数 G(zr,6 26,4 ёл Gir) =G) 
了 > у‹оу=уа)=о ET 

POA paaa 

а ИЕ Lora 

y" kiy у(0)=у(})=0 Етте 

Че у Ст E WA E TRE 

ы уса. | 


lim |y(z) [<е. 


im lye <e 


nlite Ha- 


Euora 
а(т)зё0 


2 
ана (0)=y()=o En) (=, 
9х У ? У 7. Aan элё п= 1,2, 
ас ЭЙ, 1500) | <, m 
让 cm- 于 yd pOL ат.) 
ху+у Iy |< у(1)=0 一 ne 
"Ly 1500) |в, 
zty Уйге ine ~1 
у(0) = у0)=0 1 
У 6 Arende 
=y z 
L уФ)=у‹) A 
(0 一 y(O=0 z0-0 : 
5 У У У 
> эур T rta 
= 50у 0-0 re 
> Уаз=уа)=о ЗСО Ваа -а)) 
(=y (0)=0 2 
сә YO=y Eea 
а уру = 609-9 
ИЯ y(0)=y'(0)=0 了 
> MIA | Fa- Daep 
П 
абу aalr) 
е у(0)=у(1)=0 Aco[、 42) 
<j Аа) 
AG) = [ 2; 
duaya 
dz y(0)=y()=0 АСО 
az 天 0 
L З 


у(0)=у(1)+су (1) 
с>0 


ALIJA) 


AD асай) 


注 :加 * 号 者 系 广义 Green 函数 ,其 他 区 间 的 Green 函数 可 利用 变量 变换 由 本 表 得 出 
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附录 7 Euler 积分 


为 了 表示 某 些 积分 方程 的 解 ， 需 要 引入 两 类 Euler 积分 ，Gamma 函数 (第 二 类 Euler 积 
分 ) 及 Beta 函数 (第 一 类 Euler 积分 ) 。 


1. Gamma 函数 
定义 
гез = Гаете а) 
RF r 为 任意 复数 ，Rez>0， 于 是 
га = [езш л 


对 式 (1) 分 部 积分 ， 可 得 


га) = 二 [ed 二 [ed 
Tjo Tja 


即 
Га) = 6+0 (3) 
利用 (3) 式 ， 可 确定 zx<0、xz 天 一 1、 一 2、… 时 Gamma 函数 的 值 。 
册 式 (3) 可 得 
Ple + 1) = arz) (4) 
因此 可 得 自然 数 的 Gamma 区 数值 
ГО) = Га+ D #100) =1 
ге) Гор) = 270) = 2.15021 
Г(п) = m — 1)! 
Pata! 


作 自 变量 的 代 换 s=, WE 
[кееш = VF 


BI r[1|=- x 
再 由 式 (9 ,就 有 
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"= 
一 般 地 


1 + Р 
AP л=0, 1, +, 
类 似 地 可 得 到 
piesi 
M-p- Ea 
2 2 
p - 2 +1 
Aat gva 
2 
不 难 验证 
Гоу = Г(— р) = 6 = ГО n) =з = co 
对 于 Gamma 函数 ， 成 立 下 列 关系 


NOPU 一 z) = —— 
SINT 

гг + 1 |= eere) 

更 一 般 的 ， 成 立 Gauss-Legendre FAEH 


гдг + }|г{х + 


2.) апа 1 
п ! 


Я 
= (20) T nT (nr) 
此 外 ， 还 成 立 
1 ... -aj 
тере" [Jl + 2). ) 
两 边 取 对 数 ， 得 
— IPG) = Yz + ne Уа (| 2) еси) 
k=l 
再 求 导 
re) s Ë S | — A 
T PG Ta" PGE а 
уар Y 
=з ает к) 
RP Y 为 Euler 常数 。 


二 


(5) 


2. Beta 函数 
定义 
Bp) = [рта — ту dz, Вер > 0, Req > 0 
° 


称 为 Beta 函数 ， 可 以 用 下 列 公 式 由 Gamma 函数 表示 


PQ) 


BD = р Fo) 
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《6) 


Q) 


附录 8 Mellin 变换 表 


re мч) каж 
да-а) а 1 
HU- ау ЕА 
Н(а—) = 
Наса) т 
Е тя stn 
ru 一 = 
stn 
is ато) Ке а2>0, Res>0 
2 lail 
е +195) 
sin: rosin ка -1<Re sel 
cost L(Yeos Ñ+= 
1 
т nesens 
acors 
1 ГаўГ(а—‹) КЕ 
аво Pla) Pag 
Е А: $: 
а grese ns 
Г‹з)Г(а› 
2 OPa) A 
07 OTHO- е Re u>0 
P Гба--9)Га а) 
G-H- а 
la(1 +2) Cscers 1<Re s<0 
k s] 5 -Re < 
arctan # 一 人 -1<Кез<0 
arccot £ ORe 51 
erfet Re s>0 
Гоха 5 
sinf E 一 ] 过 Re <0 


› 
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附录 9 Hilbert 变换 与 有 限 Hilbert 变换 


1. Hilbert 变换 

定义 在 (一 co,co) 的 函数 Fr) 的 Hilbert 变换 是 
| ,1 
Fo) = 4) = = | 


式 中 积分 是 Cauchy 主 值 意 义 下 的 广义 各 分 ， 妈 
Ена Ë РО gr 


еа EE А+) 


Е (69 Hilbert RME 
ло = дето) = | 204, 
式 中 积分 亦 是 在 主 值 意义 下 的 广义 积分 


由 主 值 积分 公式 
一 一 nsinbt 
Г sinbtdt 
=A = Nncoshbr 
atr 
可 知 22 cosbr) = sinbt, Slsinbt} = cospz 


HRGB. 2-13)、(8, 2 ~14)， 可 得 
212609) = Ф 


利用 Hilbert 变换 可 以 得 到 某 种 第 一 类 奇异 积分 方程 解 的 表达 式 。 


例 1 解 方程 
go) 一 Koar = gG) 


式 中 g(t) 为 已 知 函 数 。 
解 ”把 上 列 方程 记 为 
фи) + А2 (T) = gU) 
式 (7) 两 端 作 Hilbert 变换 ， 并 利用 式 (6)， 得 
HIPT) Апр) = X {g (rT)} 
由 式 (7)、(8) 
A + Apu) = gG) — An lg (z)) 
于 是 得 到 方程 的 解 为 


Ср ese * ж). 
xD = тр (60 + А zar) 


一 226 一 


а) 


《2) 


(3) 


(6) 


(7) 


《8) 


2. 有限 Hilbert 变换 
积分 限 为 有 限 的 变换 
FO = (7 = =; тр 
称 为 有 限 Hilbert 变换 。 它 的 逆 变 换 为 
өт аста не рон 
以 上 两 式 中 的 积分 均 是 Cauchy 主 值 积分 。 
下 列 主 信 积 分 公式 


f cos mg go "Sin n@ 
o cos @ — cos 0 sin @ 


在 有 限 Hilbert 变换 中 很 有 用 ， 可 用 来 解 积 分 方程 。 
例 2 解 9 的 以 下 两 个 奇异 积分 方程 
E т 


-dr = sin 2: 
-< 一 上 


(n = 0,],2,+) 


[ 0а. =1 


з COS r — соз? 


(9) 


{10) 


ал 


(12) 


(13) 


E “方程 (12).(13) 分 别 是 形 如 (1) 的 Hilbert 变换 及 形 如 (9) 的 有 限 Hilbert 变换 。 由 式 


(4) 看 出 ,方程 (12) 是 式 (4) 当 5=2 时 的 特殊 人 情况， 因此 方程 (12) 的 解 为 
gD = — Leos 2r 


同 理 ， 由 式 (11) 可 看 出 ， 方 程 (13) 是 式 (11 3 n=1 时 的 特殊 情况 ， 因 此 方程 (13) 的 解 为 


— L. 
Фа) = 29% 


== 


附录 10 Cauchy 型 积分 及 其 性 质 


1. Cauchy 型 积分 的 定义 与 性 质 


设 工 是 复 平面 上 一 条 有 风 、 光滑 的 封闭 或 非 闲 的 曲线 , D. D 分 别 为 工 内 部 、 工 外 部 的 
区 域 ， 设 qk) 在 4 上 连续 。 如 果 积 分 
% = 出 | £a (р 


存在 ， 则 称 此 积分 为 以 g(r) 为 核 (密度 ) 的 Cauchy 型 积分 。 
如 果 gl) 在 上 连续 ， 且 是 某 个 在 D-( 或 D7) 解析 的 函数 (<) 的 极限 值 ， 则 称 积分 


zil Aoa z€ 1 


ое 
为 Cauchy 积分 。 由 定义 知 ，Cauchy 积分 是 Cauchy 型 积分 的 特殊 情况 ， 

性 质 1 Cauchy 型 积分 (1) 是 在 区 域 D: М D 内 解析 的 函数 (分 别 用 B' GD DR 
示 )， 闪 而 当 х 时 确定 了 惟一 的 分 片 解析 沙 数 


位 а) 260 x€ L 
Ф( = 4 
Ф (5) C D ER 
HE 
Фа) _ Р 
PO = ты], үсе СР 
证 明 设 *+Az 5 z ART D 或 则 时 属于 号 - РЕ 
Pe + Az) D) LL y жегу 
Ме = rij lr G+ Àm) rte! Az 


s ©, О; = Finej" 


BRI SRA ЫА АИ ЕАО REER E, KRR ТИ ЭЗЕ ЗИ Е ESAE 
Bz + А) — Ф@)_ Logg IE ыыы de 


li Á бт оң 


dr 


= (z f Аг Ит а) 


由 上 上 式 最 后 - -项 积分 存在 ， 因 此 当 zr Bf, POTE D'K -是 解析 的 。 
性 质 2 (=)=0 
证 明 由 于 在 "附近 有 
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= sak А rsi) SY =e 
тж Фе) = чыё» -一 lj]dr=- Dar 
式 中 e = hj отат, Й Фоо) = 0, 
例 设 工 是 单位 加 |r| =1, (= EE 
则 Cauchy 型 积分 
Dae J 2 [|< 1 
а e= 3 z |z|>1 
ЭЕ 


一 个 由 分 别 在 出 内 、 圆 外 解析 的 函数 z. айин. 
2. Cauchy 型 积分 的 主 值 
3 r== 时 ，Cauchy 型 积分 (1) 有 奇 性 。 为 此 ， 可 以 按 实 函 数 定 积分 主 值 相 类 似 的 方式 来 
定义 Cauchy 型 积分 的 主 值 。 
以 z 为 圆心 ， 充 分 小 的 正 数 6 A ERFA, ELF za 两 点 ， Адека i 
a ч +G) ir gh i =. s 
当 8-0 时 ， 若 积分 |。, са ВИЙ Eare. 则 
称 此 极限 值 为 Cauchy 型 积分 (1 ) 的 永 值 ， жа Chauchy 核 。 


在 讨论 Cauchy 核 奇异 积分 方程 时 所 出 现 的 上 述 形式 的 积分 ,部 理解 
为 Cauchy 主 值 积分 。 


在 考虑 一 般 的 奇异 积分 | ЖО ar 的 主 值 之 前 ， 先 讨论 Km 一 1 的 
特殊 情形 。 


由 于 mi 
f == Í 村 |; ше ао | ассо 
к= Јас Жен a ы 
чт чай 
站 一 党 - 
而 ШЕ — z) = In = 外 ilargtz, — z1》 一 arg(z) — 2)) 
z 
: =|= 
由 于 ые r= ыд) 
所 以 limin] z =| = limirarg(z; = z) ~ arg(z — 2)] = — ix 
因此 
| а: = ај =-= (2) + @ 
LT 一 8-01-17 Z a-z жа 
当 工 为 闭 曲 线 ， 即 a=b 时 
[с „эй (4) 
27 一 
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以 下 讨论 奇异 积分 | S ar 的 主 值 ， 设 密度 CDC HOD, ШТ 


PT) f Фф) — Фа) 
K Ka qr + pof, ar 


上 式 右 端 第 一 项 作为 通常 的 广义 积分 是 收敛 的 ， 因 而 主 值 积 分 存在 : 而 第 二 项 为 wz》X 


(422) xi), щн [9а 的 Cauchy 主 值 存在 ， 且 有 
| 和 + 
当 了 为 闭 曲 线 ， 即 a 二 5 时， 就 有 
[| #®-ас— | 0600. дө) (5) 


8. Cauchy 型 极 分 的 极限 值 Plemelj-Sokhotskii 公式 


以 下 讨论 Cauchy 型 积分 所 表示 的 $+ (2), D (z) 当 z 分 别 从 万 或 从 忆 - 趋 于 工 上 点 上 
的 极限 值 D G. 6 (2)。 
设 :为 工 上 的 点 ， 考 虑 


G) = f KD — HD gr (6) 


Tx 
Ж = 位 于 与 世相 交 的 一 条 直线 上 ， 直 线 与 也 的 交点 为 t。 

以 下 证 明 极限 值 8+ 0), DOR L EARRA goo 
在 。 


考虑 下 列 差 
(г) 
óG) —ф@ = f: (к=) кент 
把 围 道 工分 为 L 一 Ls Ж L, 两 部 分 ,Ls AER t 1 两 点 的 劣 弧 。 图 2 


并 相应 地 把 积分 表示 为 两 部 分 之 和 ， 即 洁 о 的 积分 五 SW L 
一 Ls 的 积分 1 之 和 。 为 了 简单 起 见 ， 只 讨论 点 沿 非 切 向 趋 近 于 工 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 
角 由 恒 大 于 某 一 个 角 om>>0， 显 然 成 立 下 列 不 等 式 


z-e] 1 
т—|° sinw 


由 g(r) 满 足 Haider 条 件 ， 得 到 
РС) ФЧ) | — Ar sa jeij 


| r—t 
dr | 
БЕН Л |ЖЖ. 
以 下 用 不 等 式 来 信 计 积分 Һ 
nls, | Ж) ЖЮ lari < KAmf, r a= jdr] 


= 2KAm| v-ar = a 
N 


只 可 把 6 的 值 取得 充分 小 ， 就 可 以 使 积分 L 小 于 任意 预先 给 定 的 正 数 。。 
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为 了 估计 L, 由 积分 的 连续 性 ， 可 以 选取 充分 接近 于 点 上 的 点 =， 使 得 |7 <e 这 样 就 得 


到 以 下 估计 
Inl 十 LI <= 
因此 可 知 ， 函 数 几 (=) 是 连续 的 ， 这 样 就 证 明了 下 列 等 式 
lim gi (2) = lim Yr (z) = p) 
zcnt ED 


式 中 水 () 是 积分 (6) 在 工 上 的 函数 值 ， 即 把 > 一 上 代入 所 得 到 的 值 。 
由 于 


Lf аг [1 x £ pt 
"E ан 0 z€ D7 


i 25 


而 由 式 (4) 可 知 ， 当 z€, 


йс. L 
Fijat — 8. 0 
于 是 
фт), FD dr 
= іт (sl, r gd j E 
ED+ 
= t (1) — pu) 
-= limf S| Dr HOF _dr 
#% 的 一 [р Е 65 2лї j 5) 
аєр 
=Ф`@) 
if Kyr KOF dr 
= 2], 9,4 2riJzr 一 上 
= Фа) — фо) 
再 由 式 (7) 就 有 


р Ф 0) = Ф 0) = D0 — 10) 


上 式 消去 辅助 的 连续 函数 G), АУ Plemelj-Sokhtskii 公式 : 


1 1 $i 
D D = 1) ФО) = Тро + AL Ear 


PD = Ф G) - $G) =— 160) + |, Kar 
Dt (t) -一 G) = p(t) 
ROET о 1 0а 


жт —=4# 


由 Plemelj-Sokhtskii 公式 可 直接 得 出 B+ (1) 是 连续 函数 。 


4. Plemelj-Privalov 定理 


(7) 


(8) 


(9) 


定理 设 工 是 -条 逐 段 光滑 的 有 向 闭 曲 线 ， ELE р) EHA), MÜ Cauchy 型 积分 
24231; == 


Lf go, 


ril, r zr E L F RW D*O) ФАШ Е Holder 条 件 , 当 A<1 时 ,这 些 极限 值 与 
(YL) 有 相同 的 Holder 指数 4; 当 4=1 BF, ERR Holder 指数 为 1 一 se, є 为 任意 小 于 1 的 


正 数 。 
证 明 由 оаа 公式 ， л 


(т) 
21. =! + сй" 


Б, а #004, +60] dr 


ФУ ау=+-; Le pe 


=+ е0 + z 


2л! т==г 2лї}т-{ 


ый, дж до) = gaj, SE ar 来 证 明 这 个 定理 就 可 以 了 ， 
Ë n 与 4 是 任意 两 个 充分 接近 的 点 ， 作 估计 


WG) = D = gaf (本 二 Fe KOR yr 


mj. Y fp T gy 
由 于 假设 围 道 工 为 光滑 的 ， 因 此 有 
за ж mle — ti 


Кф DELER n IA t Z BJ 9k S; m 为 正 数 。 


BELEA ЙЛ К & H 2з, НД Г, WADA a УЬ, РА 


ee А gr) ~ Pa) 1 í g0) — Ф) 
Paa) — W D) зар torn t- zal, rt 


обо кова 


аг 十 


2лї t = $s £= A 

__1{ Dz Ф) 4 __1{[ Фб) — ga) ү, 

k: 这 | Fr 一 已 аА rz 一生 drat 
1 PD Ф) e р 
231-1, rt 
1 CAT) 一 pte) д) _ 
pl NEF d= hth +I,+I 

由 于 qlz) 满 足 Hölder 条 件 及 式 (10)， 对 有 估计 
1 gG) 一 р 14| 
ше E ШЕ ol, тат 


eN 
<] Е Е Kast) S Ааа 


o 


类 似 地 可 得 到 
А — n: 
以 下 再 来 估计 了 
Igt) — le) а | Аш t dr 
I l< 2т [ЖЫ < |, nton] 
上 式 右 端的 积分 为 
de _ _in& n 
| T-t b-t 
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ao) 


它 对 也 上 任意 点 所 是 有 界 的 ， 因 此 
ILI < Als — nl 


最 后 估计 天 
lt — nl ds 
11< А 22 A = i 
HIS 2r Ж = flr oil 
< A! |z, — PEPENE: 5 
<l af 1, STIs" Atzyz) 
= Ааа 一 一 一 全 


roy 


M sGa r)=s(6,r)—s(0,t), BE. 


UoD р uh) 
з) A 50,0) 
Mt star) 1 
шй л HERE GS +, туе” 2725: АЖ 
ds 
па Ае 0] узор 
34 2<1 BF, H L, 的 作法 及 不 等 式 (10)， 可 得 
ILIS Alt о 
当 4=1 时， 则 有 
I| < А = а П а < Arl — tl (e> 0) 


由 以 上 关于 五 ,Pa L, L 的 估计 ， 而 当 А=1 时 ， 石 ,五 的 估计 式 中 指数 都 可 以 换 为 1 一 e， 
这 样 就 证 明了 上 述 Plemelj-Privalov 定理 。 


5. Poincaré-Bertrand 公式 


以 下 证 明 可 以 用 来 解决 Cauchy 主 值 积分 交换 积分 顺序 问题 的 、 著 名 的 Poincare- 
Bertrand 公式 。 

首先 考虑 当 其 中 个 积分 是 通常 积分 ， 另 一 个 积分 是 Cauchy 主 值 积分 的 情况 ， 成 立 

引 理 ” 设 志 是 光滑 、 可 求 长 的 闭 曲 线 ，g(ryr) 关 于 r, n 满足 Holder 条 件 ， 函 数 w(r,z) 
对 某 一 集合 中 的 = EAF TER, W 


551 Kian = | dnf сезади ар 
£. 1 L 


Lt Wr 


WA 记 式 (11) 左 端的 函数 为 1(z) 


то) = | vaa] Ё gon War, aD 
而 式 (11) 右 端 记 为 Iæ) 
һә = | dnf, асти), aD 


在 积分 K(z) 中 ， 把 关于 变量 n 的 积分 的 积分 围 道 工分 为 两 部 分 : 一 部 分 为 上 ， 它 是 在 了 

上 由 … 个 以 点 ma=zr 为 圆心 、 以 8 为 半径 的 较 周 所 包围 的 那 - B CHAA e гт 另 一 

部 分 为 去 掉 ? 余下 的 那 .- 段 弧 ， 记 为 工 1。 对 于 积分 1(z)， 以 同样 的 方式 把 工 分 为 两 部 分 ， 
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BORER =。 


记 Т=1 +1, 
式 中 h= Госа ena 
ъ= [осаат Dg, 
用 类 似 的 方式 把 积分 T. 分 为 两 部 分 
h= Io + lu 
累 次 积分 L. MERAH, KEPUTERAAN. ИШ 
I= Tw 


如 果 用 弧 坐 标 * 5 (08 <a 0na 3) LAMO RA ЈЕ L ES r 与 nm 的 位 
ж. 并 把 它们 考虑 为 辅助 平面 oss 上 点 的 直角 坐标 , 上 述 等 式 成 立 就 很 明显 。 此 时 对 于 积分 五 
和 Po 的 积分 区 域 ， 将 是 边 长 为 a 的 正方 形 去 掉 沿 对 角 线 方向 两 侧 宽度 为 8(6 为 一 个 小 的 数 ) 
的 带 形 ， 在 此 区 域内 被 积 本 数 没有 奇 点 ，z 与 作为 通常 的 积分 ， 可 以 交换 积分 顺序 。 

由 于 


H — L| = 16 hal SHl + ihel 
以 下 分 别 来 估计 五 与 La, IF L BR n 的 积分 ， 有 
| KoMar, _ f, етл) = да Се Е 
上 式 中 第 一 个 积分 是 广义 积分 , 在 (3) 中 已 讨论 过 这 种 形式 的 积分 , 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 当 
人 充分 小 时 ， 可 使 得 它 小 于 7， 其 中 


s= 


M = max fedr 


由 于 +、z 为 1 的 端点 ， 由 公式 (3) 
[, сез = а = = 1(агд(т” ~ r) .~- arg(z — r')1 = ia 
式 中 是 害 线 之 间 的 夹 角 。 
对 于 充分 小 的 6， 由 曲线 的 光滑 性 ， 和 角 а 可 以 充分 小 ， 因 而 有 


кто] < W, 


+E I| <2 ig feed| £ y. 
对 于 积分 me， 成 立 类似 的 估计 人 
< 


XAF =, 因此 I 
== lh -Ial 1 + 1а < є 26 
因 了 一 五 显然 不 依 于 3， 所 以 


те! 
即 式 (11) 成 立 。 
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下 面 考虑 两 个 积分 都 是 奇异 积分 的 情况 。 
定理 设 工 是 一 条 光滑 ,可 求 长 的 闭 曲 线 , 函数 run) 关 于 变革 тут, 满足 Holder ЖЇР, 
则 成 立 下 列 Poincaré-Bertrand 


Lh 
dz, 
LT tt er 


=o жа A n 
фм) + fa, CE туї (14) 


о ТУ ade, 3| Фат) дс 


rr tml, r — z 


ai If Amn) _ 
һо ч], da r= — 3 


以 上 两 个 积分 都 有 意义 ， 为 了 验证 这 一 事实 ， 引 入 辅助 函数 
(у 4f ылу 


式 中 Mrvm) 是 一 个 含 两 个 自 变量 的 函数 . 由 Plemelj-Privalov 定理 , A% o (r) J: Holder 连续 
的 ， 因 此 它 的 Cauchy 型 积分 存在 ， 即 1(t) 有 意义 。 
对 于 积分 а), ЯШ 


i EEEIEE: Е С ОИС 3 
с рб 20) mtr—l т—т? 
并 引入 辅助 函数 
ogo = Д], к 
于 是 10 = L sj I — “йд, 


由 Plemelj-Privalov EF, or WE Holder 条 件 ， 因 此 广义 积分 LOFE. 
再 把 积分 ION 五 (扩充 定义 到 变量 z 的 平面 ( 即 把 上 换 为 >)， 把 这 些 积分 记 为 e 
Ri(z)， 由 前 述 引 理 ，7(z) 一 五 (z》， 因 此 显然 有 
тб ау = Б), 1 4) = IL G) 
再 由 Plemelj-Sokhotskii 公式 ， 可 得 


ray = а" @) + I` (3 = 10 +ROD (15) 
引入 辅助 函数 
gr， pon) 
фе) j; =з àl. T= 2.4" 
于 是 


= | an Alf ae -| #7) а) 


Lt — z ЄЧ Жы. L T— T 


ERNIA 


“О, rm- = 
ЖЕЕ E С НЕЗНА ГАИ 8 BR t ЖЕЛ, A FRR ERR Со) 7 Tr (O, 并 
ne Sosa 


把 它们 相 加 、 得 
PROTO = G D p+ 
£ G, ы) 4'@ Gr 
=Í, 2 dr, 


= 《16) 
再 用 Plemelj-Sokhotskii 公式 把 上 式 右 端 变形 
0 CD = ф7 бм) = pst) an 
工 三 地 ‚Ке Рт) q, 
„Жет rm) 
і ДЕ EDE mE аг 
由 式 (15)、(16)、(17)、(18) 就 可 推出 所 需要 的 Роіпсаге-Вегітапа 公式 
dr | EET ir, 
Lr r 
Se Ру) _. 
=- mg) + КА тЫ 019) 


特别 是 , 当 密 度 函 数 % 仅 是 一 个 自 变量 的 函数 时 , 可 以 证 明 式 (19) 右 端的 积分 为 零 ,于 
是 有 


=i P) dr = me) (20) 


ET pIE 
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附录 11 Riemann 问题 


设 工 是 平面 上 一 条 光滑 闭 曲线 ,G0)CG() 子 0) 及 g(t) 是 在 L Бе ЕСК, НИЕ 
Holder Ж, D X LAAHAA KIK. 

所 谓 Riemann 问题 是 , 寻求 -一 个 分 片 的 解析 函数 (2)( 以 工 为 间断 线 ), 使 得 它 的 (分 别 
从 工 所 围 区 域 中 内 、 外 趋 于 边界 工时 的 ) 极 限 值 满足 

@* ау) = GOB U) + кч) а) 

式 中 GO) 3828 Riemann 问题 的 系数 ; gtz) 称 为 自由 项 , 当 g(t) =0 ПР, 称 为 齐 次 Riemann [5] 
题 。 

CORTEI MAX Riemann 问题 的 指标 。 对 在 上 上 不 为 零 的 连续 泡 数 G4), 它 的 
指标 ( 记 为 indG()) «定义 为 按 逆 时 针 方向 绕 工 一 周 时 ,函数 GG) 的 帖 角 的 增 量 除 以 2x， 即 


k= іабс) = сааса, = A AnG) 2) 
< 亦 可 用 积分 形式 来 表示 
SAÍ pintera ; 
к= га ав) = 去 [4 InG(Q) (3) 


由 证 函 数 CC) 是 连续 的 , 它 的 幅 角 的 增 量 必定 是 2x 的 整数 倍 , 因此 指标 总 是 整数 。 由 式 
(3) 可 得 到 :两 个 函数 乘积 的 指标 等 子 各 因子 指标 之 和 ; 听 商 的 指标 等 于 分 子 与 分 母 指标 之 差 。 

当政 数 Gt) 可 微 ， 且 是 一 个 解析 函数 (从 上 所 围 区 域 D 内 或 从 区 域 D 外 趋 近 -边界 15 
的 极限 值 时 ， 由 等 式 

к= 去 [a nG) = xa); za w 

可 以 证 明 , 指标 WERF GO ҖӘЯ 98056 822 EAE TROR MRS 
是 CGtz) 的 对 数 留 数 ) 。 当 冰 数 Go 是 -- 个 解析 函数 (从 D 内 趋 近 于 边界 ) 的 极限 值 时 ， 指 标 < 
为 正 ; 省 则 为 负 。 

对 下 GC) 二 1 这 种 最 简单 的 情况 ,由 Sokhotskii-Plemeli 公式 可 以 得 到 ,此 时 Riemann (81 
题 的 解 可 以 直接 用 Cauchy 一 积分 表示 为 


-L| 0, 
Фо) = |, чт (5) 


先 考 虚 齐 次 Riemann 问题 ， 设 此 问题 是 可 解 的 ， 即 存在 一 个 不 为 零 的 解 。 把 函数 bt 02) 
与 多 -(z) 的 零点 个 数 分别 记 为 N+ 与 N ,由 齐 次 Riemann 问题 所 满足 的 条 件 
Pi G) = GOD (O (6) 
可 得 
N+ №= к 0) 
由 于 式 (7) 左 端 是 一 个 非 负数 ， 因 此 立刻 得 到 关于 齐 次 Riemann 问题 可 解 性 的 下 述 结论 : 
i) 为 使 齐 次 Riemann 问题 可 解 ， 指 标 必须 是 非 负 数 ; 
ü) Ж к>0, ШАЎ 0' DSO ORE r AFR 
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1) Ж к=0, MAR D (z) 没 有 和 零点。 
当 x 二 0 时 , 1600367 АЧА В, Ф (2) аф (z) 分 别 在 D1 与 D- 解 析 。 对 
边界 条 件 (4) 取 对 数 ( 同 时 对 函数 InG(z) 选 取 任 -分 支 )， 就 得 到 关系 
lng+ (0) = In® (O) 十 lnGdGt) (8) 
于 是 得 到 :个 以 G1(1) = 为 系数 的 、 关 于 函数 Ing(z) 的 -- 个 非 齐 次 Riemann 问题 , 由 式 (5)， 
它 满足 lng- (oo) =0 п] у 


— 1 [í 960) 
NERIS AN T= Er o 
记 
_ 1 [ nG% 
го) = a ее ао) 
这 样 齐 次 Riemann 问题 满足 @ (co)=1 的 解 为 
Dt (z) = е7, Фф (а) = e” an 


如 果 去 掉 Ф (оо) =1 的 限制 ， 则 式 (9) 右 端 应 加 上 一 个 任意 常数 ， 央 而 齐 次 Riemann 问 

题 的 解 将 为 
P+ (2) = Ае ?,Ф- (z) = Ае O a2) 

因为 PP-(co) 一 0, E А=Ф- (00), 这 样 , 在 x=0 Е, WR ФО (co) 关 0, 则 解 包含 一 个 任意 
常数 ;如 果 O (co) 二 0, 则 A4=0, 寺 是 问题 仅 有 恒 为 零 的 平凡 解 .这 样 , 可 以 得 到 下 列 结论 : Ж 
G0 是 个 在 闭 曲线 上 【Holder 连续 的 已 知 清 数 ， 它 的 指标 为 零 ， 则 它 可 以 表示 为 分 别 在 
万 -与 D (除去) 解析 且 在 这 些 区域 不 为 零 的 函数 pt (zx) 与 "(x) 的 极限 值 ФУ (4) 与 $ (O 
ЁТ, 而 "(zx) 与 @ (<) 由 式 (12) 给 出 。 

当 x 之 0 时， 可 以 把 边界 条 件 (6) 改 写 为 

$! G) 一 六 CC 和 (0) = GD (0) 

为 了 确定 起 见 ， 假 定 原点 在 区 域 D+ 内 ,由 上 的 指标 为 <, 十 是 函数 G0) 一 1"G(z) 的 指标 
为 零 ， 由 前 面 所 进行 的 讨论 ，G1C4) 可 以 表示 为 


和 各 
З е 
буа) = ө 
= 1 [ BEGO 
式 中 го р ace и 


因此 边界 条 件 (6) 可 以 改写 为 


Ф (0) гФ (O 
ео го аз) 


式 (13) 表 明 它 的 左 端 是 一 个 在 О ЖЕНТ O Са) Ге “的 极限 值 ， 而 石 端 是 一 个 在 Р 
内 (除去 ce) 的 解析 的 函数 =“ * 2 的 极限 值 (在 ce 它 有 -个 阶 数 不 高 于 上 的 极点 )， ЖЧТ. E 


相 解析 延 拓 。 因而 它们 是 同一 解析 函数 的 两 个 分 支 ， 此 解析 函数 在 全 平 而 可 能 有 惟一 的 奇 点 
一 在 oo 的 不 高 于 x 阶 的 极点 。 由 复 变 果 数论 的 广义 Liouville 定理 可 以 得 出 ， 这 个 函数 是 次 

数 不 高 于 的、 任意 复 系数 的 多 项 式 。 因 此 问题 的 一 般 解 表示 为 
Ф+ (z) 一 er OP) P (z) = е Vx "Plz) a4) 
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式 中 Pe(s) 是 一 个 次 数 不 高 于 < 的 任意 多 项 式 ( 在 解 有 一 定 物理 意义 的 边 值 问 题 时 ,通常 可 以 
利用 某 些 条 件 来 惟一 确定 多 项 式 Po(z))。 因 此 ， 当 >ot, FK Rieman 问题 有 x 十 1 个 线 
性 无 关 解 ， 它 的 一 般 解 依赖 于 < 十 ] 个 任意 常数 。 

在 应 用 Riemann 问题 解 奇异 积分 方程 时 , 经 常 要 寻求 问题 满足 条 件 @ (со) =0 的 解 . 由 
式 (14) 可 知 , Ф (co) 等 于 多 项 式 P.(z) 中 x 的 系数 。 这 样 ， 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 Riemann [u] 
题 的 解 具有 于 列 形式 

@* (z) 一 er ӘР, ,(z), D G) = e” Or Paaa) {15) 
AP P。:(z) 是 任意 系数 的 < 一 1 次 多 项 式 ， 在 这 种 情况 下 ，Riemann 问题 具有 « 个 线性 无 关 
解 。 
在 讨论 非 齐 次 Riemann 问题 之 前 ， 先 引入 Riemann 问题 标准 函数 的 概念 。 
形 如 
x+ (z) = erta, Же (z) 55 7 = 
的 满足 齐 次 边界 条 件 (6) 的 分 片 解析 函数 Хос), 式 中 (=) 由 式 (10) 确 定 , A Riemann 问题 
揭 标 准 函 数 。 当 x 宇 0 时 ， 标 准 函数 是 齐 次 Riemann 问题 的 特 解 ， 而 通 解 可 以 记 为 
Ф(х) = Х()Р„(=) 

当 <<0, ҢЕР EK R RL B LR Pk (6). 但 在 cc 有 一 个 一 < 阶 的 极点 , 因而 不 是 齐 次 问题 的 解 ， 
但 在 解 非 齐 次 问题 时 作为 辅助 函数 使 用 。 

引入 标准 函数 的 概念 后 ,就 可 以 把 齐 次 问题 可 解 性 的 结论 推广 到 指标 为 任意 数 的 函数 .可 
以 证 明 ， 满 足 Holder RHEAN L ERARE- RR, TARRA 
К G 
кг) 
RH Xe) È Riemann 问题 Ф* (т) = фф (1) 的 标准 函数 。 

以 下 转 人 讨论 非 齐 次 Riemann 问题 的 解 ， 即 求 - :个 满足 条 件 (1) 的 分 片 解 析 函 数 。 

RAR GC4) 的 指标 为 x， 并 设 对 应 的 齐 次 问题 ( 即 令 к) = 0 的 问题 ?的 标准 函数 为 
X(z) ,于 是 成 立 等 式 


pt) = a6) 


х* (Q) 
х0) е0 


са) = 


而 @(x) 极 限 值 的 关系 式 可 以 表示 为 


@t G) _ Фо) 1 жч) б) 
Ха) Ха) XT 


考虑 以 下 的 辅助 Riemann 问题 


Ф 0) = ф + же. a9) 
它 的 解 为 
Ko = К == (20) 
把 式 (18) 与 式 (19) 两 端 分 别 相 减 、 得 
z D фо) = = © —Ф-@ (21) 


式 (20 左 端 是 一 个 在 D "内 解析 的 函数 的 极限 值 ; 右 端 是 - -个 在 D- 内 解析 (oo 可 以 除外 ) 的 孙 
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数 的 极限 值 CD+ =DD 为 侈 平面 除去 D+ 的 部 分 )。 
4 KLO Bf, Ф (z) X” (z) 在 cc 为 零 , А РЖ Y (а) оо, 由 Liouville 定理 可 以 
得 到 结论 : 等 式 (21) 两 端的 表达 式 恒 等 9 零 ， 于 是 得 到 
Фе) = X (pe) 22) 
然而 ， 当 x 之 0 时 ，@-(z)/X- (xz) 是 在 DD 内 (除去 so) 处 处 解析 的 函数 的 极限 值 ， 它 有 一 个 
阶 的 极点 ,因此 由 广义 Liouville 定理 可 得 到 结论 : 式 (21) 两 端的 表达 式 恒 等 于 菜 个 x 次 多 项 
式 。 在 这 种 情况 下 ， 解 为 
Ф(«) = XC) lele) + Р,„(«)) 《23) 
解 (22) 与 (23) 可 以 合并 用 (23) 一 个 式 子 来 表示 ， 只 要 在 к<0 时 把 Ps(s ) 理 解 为 0 就 可 以 了 。 
当 k<0 时 ， 需 要 对 解 作 进 一 步 的 分 析 。 函数 X(z) 在 c< 有 一 个 一 < 阶 的 极点 ， 而 函数 yz) 
一 般 有 一个- - 阶 零点 。 因 此 ,与 函数 区 (z? 相 等 的 乘积 对 (=)%(z) 在 co? 有 一 个 一 < 一 1 阶 极点 。 这 
样 ， 当 w+]<0 时, 非 齐 次 Riemann 问题 不 可 解 ， 只 有 当 自 由 项 满足 某 些 能 确保 旬 (z) 企 =o 具 
有 解析 性 的 条 件 时 才 可 解 。 


把 函数 %(=) 展 为 级 孝 
ф7 G) = Doar 
= 
Ж ARA а Еб) р 
式 中 a |. гы 


显然 ， 若 =000=1,2,59.-- DIT. BE (2) 在 "是 解析 的 。 

综 十 所 述 ， 可 以 得 到 坟 下 的 

E JEFA Rieman 问题 (如 果 它 可 解 ) 有 一 个 由 式 (23) 表 示 的 解 。 当 220, Riemann 
问题 永远 可 解 ; 而 当 ео 时 ， 仅 当下 列 条 件 


j gO кде 0 (= 1,0,5. к—1) 


LX O (24) 


满足 时 可 解 。 
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